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PHAÀN MÔÛ ÑAÀU 
 

  Trong luaän vaên naøy, chuùng toâi khaûo saùt phöông trình soùng phi tuyeán moät 

chieàu lieân keát vôùi ñieàu kieän bieân khoâng thuaàn nhaát. Chuùng toâi thu ñöôïc nghieäm 

baèng caùch thieát laäp moät daõy qui naïp hoäi tuï maïnh trong caùc khoâng gian haøm thích 

hôïp. Moät soá tính chaát veà khai trieån tieäm caän cuûa nghieäm theo tham soá beù cuõng 

ñöôïc khaûo saùt sau ñoù. 

Trong luaän vaên naøy, chuùng toâi xeùt phöông trình soùng phi tuyeán sau ñaây.   

       ,0),1,0(),,,,,( Ttxuuutxfuu txxxtt <<=Ω∈=−              (0.1)           

lieân keát vôùi ñieàu kieän bieân hoãn hôïp khoâng thuaàn nhaát 

    ),(),1(),(),0(),0( 100 tgtutgtuhtux ==−                     (0.2)       

vaø ñieàu kieän ñaàu 

    ),(~)0,(),(~)0,( 10 xuxuxuxu t ==            (0.3) 

trong ñoù 0h  laø haèng soá khoâng aâm cho tröôùc vaø 1010
~,~,,, uuggf  laø caùc haøm cho 

tröôùc. 

  Phöông trình (0.1) vôùi caùc daïng khaùc nhau cuûa f   vaø caùc ñieàu kieän khaùc 

nhau ñaõ ñöôïc khaûo saùt bôûi nhieàu taùc giaû. Cuï theå laø moät soá tröôøng hôïp sau: 

  Trong [5] Ficken vaø Fleishman ñaõ thieát laäp söï toàn taïi vaø duy nhaát nghieäm 

toaøn cuïc vaø tính oån ñònh cuûa nghieäm naøy cho phöông trình 

    0,2 3
21 >+=−−− εεαα buuuuu txxtt beù.              (0.4) 

 Trong [12] Rabinowitz ñaõ chöùng minh söï toàn taïi cuûa nghieäm tuaàn hoaøn 

cho phöông trình 

     ),,,,,(2 1 txtxxtt uuutxfuuu εα =+−           (0.5) 



 
2 

 

trong ñoù ε  laø tham soá beù vaø f   tuaàn hoaøn theo thôøi gian. 

  Trong [2] Caughey vaø Ellison ñaõ hôïp nhaát caùc tröôøng hôïp tröôùc ñoù ñeå baøn 

veà söï toàn taïi duy nhaát vaø oån ñònh tieäm caän cuûa caùc nghieäm coå ñieån cho moät lôùp 

caùc heä ñoäng löïc lieân tuïc phi tuyeán.   

  Trong [3] Alain Phaïm Ngoïc Ñònh ñaõ chöùng minh söï toàn taïi vaø duy nhaát 

cuûa moät nghieäm yeáu cuûa baøi toaùn (0.1), (0.3) lieân keát vôùi ñieàu kieän bieân 

Dirichlet thuaàn nhaát 

     ,0),1(),0( == tutu                 (0.6) 

vôùi soá haïng phi tuyeán trong (0.1) coù daïng 

    ).,( utff ε=              (0.7) 

  Baèng söï toång quaùt cuûa [4] Alain Phaïm Ngoïc Ñònh vaø Nguyeãn Thaønh Long 

ñaõ xeùt baøi toaùn (0.1), (0.3), (0.6) vôùi soá haïng phi tuyeán coù daïng 

    ),,,( tuutff =                      (0.8)  

  Trong [7], [8] Alain Phaïm Ngoïc Ñònh vaø Nguyeãn Thaønh Long ñaõ nghieân 

cöùu baøi toaùn (0.1), (0.3) vôùi soá haïng phi tuyeán coù daïng 

    ).,( tuuff =               (0.9) 

 Trong [7] caùc taùc giaû ñaõ xeùt baøi toaùn vôùi ñieàu kieän bieân hoãn hôïp khoâng 

thuaàn nhaát 

    ,0),1(),(),0(),0( =+= tutgtuhtux         (0.10)  

trong ñoù 0>h  laø haèng soá cho tröôùc; trong [8] vôùi ñieàu kieän bieân ñöôïc xeùt toång 

quaùt hôn 

    .0),1(,),0()(),0()(),0(
0

=−−+= ∫
t

x tudssustktuhtgtu       (0.11) 
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  Trong [9] Nguyeãn Thaønh Long vaø Traàn Ngoïc Dieãm ñaõ xeùt baøi toaùn (0.1), 

(0.3) vôùi tröôøng hôïp  

   ,0),1(),1(),0(),0( 10 =+=− tuhtutuhtu xx         (0.12) 

trong ñoù 10 , hh  laø haèng soá khoâng aâm cho tröôùc vôùi .010 >+ hh   

  Trong phaàn thöù nhaát (chöông 2) chuùng toâi lieân keát vôùi phöông trình (0.1) 

moät daõy qui naïp tuyeán tính bò chaën trong moät khoâng gian haøm thích hôïp. Söï toàn 

taïi nghieäm cuûa (0.1), (0.2), (0.3), (0,12) ñöôïc chöùng minh baèng phöông phaùp 

Galerkin vaø compat yeáu. Chuù yù raèng phöông phaùp tuyeán tính hoùa trong caùc baøi 

baùo [4, 9] khoâng duøng ñöôïc trong caùc baøi baùo [7, 8]. 

  Phaàn thöù hai (chöông 3 vaø 4) chuùng toâi nghieân cöùu caùc khai trieån tieäm caän 

cuûa nghieäm theo moät tham soá nhieãu ε  cho baøi toaùn sau:  

  











==
==−

<<<<+
=∆−

).(~)0,(),(~)0,(
),(),1(),(),0(),0(

,0,10),,,,,(
),,,,(

)(

10

100

1

xuxuxuxu
tgtutgtuhtu

Ttxuuutxf
uuutxfuu

P

t

x

tx

txtt

εε

εεε

εεε

εεεεε

ε

ε
 

  Neáu caùc haøm soá )]1,0[(),]1,0[( 32
1

33 IRIRCfIRIRCf ××∈××∈ ++  vaø moät soá 

ñieàu kieän phuï, thì nghieäm εu  cuûa baøi toaùn )( εP  coù moät khai trieån tieäm caän ñeán 

caáp 3 theo ,ε  vôùi ε  ñuû nhoû. Trong tröôøng hôïp )(,0 11 ufff =≡  vôùi ),(1 IRCf N∈  

chuùng toâi thieát laäp keát quaû khai trieån tieäm caän cuûa nghieäm ñeán caáp 1+N  theo ε  

(chöông 4). Caùc keát quaû treân ñaõ toång quaùt hoùa töông ñoái cuûa [1, 3, 4, 9 -11]. 

  Toaøn boä luaän vaên naøy seõ chia thaønh caùc chöông muïc sau ñaây: 

  Phaàn môû ñaàu nhaèm giôùi thieäu toång quaùt veà baøi toaùn vaø neâu ra caùc keát quaû 

tröôùc ñoù, ñoàng thôøi giôùi thieäu toùm taét caùc chöông tieáp theo. 

  Chöông 1 giôùi thieäu moät soá kieán thöùc chuaån bò, caùc kyù hieäu vaø caùc khoâng 

gian haøm thoâng duïng. Moät soá keát quaû veà pheùp nhuùng cuõng ñöôïc nhaéc laïi ôû ñaây. 
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  Chöông 2 chuùng toâi khaûo saùt baøi toaùn (0.1) – (0.3), keát quaû chính cuûa 

chöông naøy laø chöùng minh moät ñònh lyù toàn taïi vaø duy nhaát nghieäm yeáu trong 

tröôøng hôïp ),1,0(~),]1,0[( 2
0

31 HuIRIRCf ∈××∈ + ),(, 3
10 +∈ IRCgg vôùi haèng soá 

.00 ≥h  Phöông phaùp söû duïng laø xaây döïng moät daõy qui naïp tuyeán tính hoäi tuï 

maïnh. Keát quaû naøy ñaõ toång quaùt keát quaû trong [1, 3, 4, 9 - 11] vaø chuaån bò coâng 

boá.  

 Chöông 3 laø phaàn nghieân cöùu veà khai trieån tieäm caän theo moät tham soá beù 

ε  ñeán moät caáp thích hôïp cho nghieäm baøi toaùn (0.1), (0.2), (0.3) vôùi soá haïng phi 

tuyeán f coù daïng sau: 

  ),,,,,(),,,,(),,,,( 1 txtxtx uuutxfuuutxfuuutxf ε+=        (0.13) 

trong ñoù )]1,0[(, 31
1 IRIRCff ××∈ +  coù tính trôn thích hôïp. 

Chöông 4  laø phaàn nghieân cöùu veà khai trieån tieäm caän cho moät baøi toaùn 

(0.1), (0.2), (0.3) cuï theå vôùi  .2uf ε=  

  Keát quaû naøy ñaõ toång quaùt töông ñoái caùc keát quaû trong [1, 3, 4, 9 - 11] vaø 

chuaån bò coâng boá.   

 Phaàn cuoái cuøng laø keát luaän veà caùc keát quaû thu ñöôïc trong luaän vaên. Sau 

cuøng laø phaàn taøi lieäu tham khaûo. 
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CHÖÔNG 1 

MOÄT SOÁ COÂNG CUÏ CHUAÅN BÒ 

 

1.1. Caùc kyù hieäu veà khoâng gian haøm 

  Chuùng ta boû qua ñònh nghóa caùc khoâng gian haøm thoâng duïng vaø söû duïng 

caùc kyù hieäu goïn laïi nhö sau:  

  
.0),,0()1,0(),0(),1,0(

),(),(),( 00

>×=×Ω==Ω
Ω=Ω=Ω=
TTTQ

HHHHLL

T

mmmmpp
    

  Caùc kyù hieäu ⋅〉〈⋅,  vaø .  duøng ñeå chæ tích voâ höôùng vaø chuaån  sinh bôûi tích 

voâ höôùng töông öùng treân .2L  Kyù hieäu ⋅〉〈⋅,  cuõng duøng ñeå chæ caëp tích ñoái ngaãu 

giöõa phieám haøm tuyeán tính lieân tuïc vaø moät phaàn töû trong khoâng gian haøm naøo ñoù 

naèm trong .2L  Ta kyù hieäu X.  laø chuaån treân khoâng gian Banach .X  Goïi  /X  laø 

ñoái ngaãu cuûa .X  

  Ta kyù hieäu ∞≤≤ pXTLp 1),;,0(  laø khoâng gian Banach caùc haøm 

,),0(: XTu →  ño ñöôïc sao cho 

   ,)(
/1

0
);,0( +∞<














= ∫

pT
p
XXTL dttuu p vôùi ,1 ∞<≤ p  

vaø  

   ,)(
0

);,0( X
Tt

XTL tuessu p
<<

= sup      vôùi  .∞=p  

 Ta vieát )()(),()(),()(),( tututututututu xttt ∇=== &&&  laàn löôït thay cho  

),,(),,(),,(),,(),,( 2

2

2

2

tx
x
utx

x
utx

t
utx

t
utxu

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂  

theo thöù töï. 
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1.2. Caùc boå ñeà quan troïng 

  Cho ba khoâng gian Banach 10 ,, BBB  vôùi ,10 BBB ⊂⊂  

   10 , BB  phaûn xaï,            (1.1) 

    0B   B  vôùi pheùp nhuùng compact.           (1.2) 

Ta ñònh nghóa: 

  )},;,0(:);,0({ 1
/

0
10 BTLv

dt
dvBTLvW pp ∈=∈=  

trong ñoù .1,0,1,0 =∞≤≤∞<< ipT i  

Trang bò treân W  moät chuaån nhö sau: 

  .
);,0(

/
);,0( 1

10
0 BTLBTLW pp vvv +=  

 Khi ñoù W  laø khoâng gian Banach. Hieån nhieân  .);,0(0 BTLW p⊂   

Ta coù keát quaû sau: 

 Boå ñeà 1.1 ( [6], p.57) 

  Döôùi giaû thieát (1.1), (1.2) vaø neáu ,1,0,1 =∞<< ipi  thì pheùp nhuùng  

W );,0(0 BTLp  laø compact. 

 Boå ñeà 1.2 ( [6], p.12) 

  Cho Q  laø môû bò chaën cuûa ,NIR  ∞<<∈ qQLgg q
m 1),(,  thoûa 

  (i) ,)( Cg QLm q ≤  vôùi moïi ,m  

         (ii)    ggm →  haàu heát trong .Q  

  Khi ñoù ggm →  trong )(QLq  yeáu. 

  Sau cuøng, chuùng toâi trình baøy moät keát quaû veà lyù thuyeát phoå ñöôïc aùp duïng 

trong nhieàu baøi toaùn bieân. 

Tröôùc heát ta laøm moät soá giaû thieát sau: 
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  Cho V  vaø H  laø hai khoâng gian Hilbert thöïc thoûa caùc ñieàu kieän      (1.3) 

    (i)    Pheùp nhuùng V  H  laø compact, 

   (ii) V  truø maät trong H . 

  Cho IRVVa →×:  laø moät daïng song tuyeán tính ñoái xöùng, lieân tuïc treân 

VV ×   vaø cöôõng böùc treân .V             (1.4) 

  Chính xaùc hôn, ta goïi a  laø moät daïng song tuyeán tính: 

  (j) Neáu ),( vuaua  tuyeán tính töø V  vaøo IR  vôùi moïi ,Vv∈  vaø ),( vuava  

tuyeán tính töø V  vaøo IR  vôùi moïi .Vu∈   

  (jj) Ñoái xöùng neáu .,),(),( Vvuuvavua ∈∀=  

 (jjj) Lieân tuïc neáu :0≥∃M  .,),( VvuvuMvua VV ∈∀≤  

  (4j) Cöôõng böùc neáu .),(:0 2 Vvvvva V ∈∀≥>∃ αα  

Khi ñoù ta coù keát quaû sau:  

Boå ñeà 1.3 ( [13], Ñònh lyù  6.2.1, p.137) 

  Döôùi giaû thieát (1.3), (1.4). Khi ñoù, toàn taïi moät cô sôû tröïc chuaån Hilbert 

}{ jw  cuûa H  goàm caùc haøm rieâng jw  töông öùng vôùi giaù trò rieâng jλ  sao cho 

  ,lim...,...0 21 +∞=≤≤≤≤<
∞→

j
j

j λλλλ           (1.5) 

  ...2,1,,~),~( =∀∈∀〉〈= jVvvwvwa jjj λ            (1.6) 

  Hôn nöõa, daõy }/~{ jjw λ  cuõng laø moät cô sôû tröïc chuaån Hilbert cuûa V  ñoái 

vôùi tích voâ höôùng ).,( ⋅⋅a  

  Chöùng minh boå ñeà 1.3 coù theå tìm thaáy trong [13, Ñònh lyù  6.2.1, p.137]. 
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CHÖÔNG 2     

KHAÛO SAÙT PHÖÔNG TRÌNH SOÙNG PHI TUYEÁN  

LIEÂN KEÁT VÔÙI  ÑIEÀU KIEÄN BIEÂN HOÃN HÔÏP 

 

2.1.  Giôùi thieäu 

  Trong chöông 2, chuùng toâi xeùt baøi toaùn giaù trò bieân vaø ban ñaàu sau ñaây: 

   ,0,10),,,,,( Ttxuuutxfuu txxxtt <<<<=−         (2.1) 

    ),(),1(),(),0(),0( 100 tgtutgtuhtux ==−          (2.2) 

    ),(~)0,(),(~)0,( 10 xuxuxuxu tx ==            (2.3) 
trong ñoù 0h  laø haèng soá khoâng aâm cho tröôùc; 1010

~,~,, uugg laø caùc haøm cho tröôùc, 

soá haïng phi tuyeán f  cuõng laø haøm cho tröôùc thuoäc lôùp )]1,0([ 31 IRIRC ×× +  thoûa 

moät soá ñieàu kieän naøo ñoù maø ta seõ chæ ra sau. 

  Trong chöông naøy, ta seõ thieát laäp moät ñònh lyù toàn taïi vaø duy nhaát nghieäm 
yeáu cuûa baøi toaùn (2.1)-(2.3) baèng phöông phaùp xaáp xæ tuyeán tính keát hôïp vôùi 
phöông phaùp Galerkin vaø phöông phaùp compact yeáu. Keát quaû thu ñöôïc ôû ñaây laø 
söï toång quaùt hoùa töông ñoái caùc keát quaû trong [3, 4, 9-11] vaø chuaån bò ñöôïc coâng 
boá. 
  Tröôùc heát chuùng ta ñaët: 

    },0)1(:)1,0({ 1 =∈= vHvV              (2.4) 

vaø moät daïng song tuyeán tính treân VV ×  

 ).0()0()()(),( 0

1

0

// vuhdxxvxuvua += ∫          (2.5)

 V  laø moät khoâng gian con ñoùng cuûa ,1H  do ñoù cuõng laø moät khoâng gian 

Hilbert ñoái vôùi tích voâ höôùng cuûa .1H  

  Khi ñoù ta coù caùc boå ñeà sau ñaây.  
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Boå ñeà 2.1 

  Cho .00 ≥h  Khi ñoù pheùp nhuùng V  ])1,0([0C  laø compact vaø  

   
.,},1max{

2
1

,

11

0

0
/

/
])1,0([

Vvvhvvv

vvv

HVH

VC

∈≤≤≤

≤≤

moïivôùi
        (2.6) 

Boå ñeà 2.2 

  Cho .00 ≥h  Khi ñoù daïng song tuyeán tính ñoái xöùng ),( ⋅⋅a  ñöôïc xaùc ñònh bôûi 

(2.5), lieân tuïc treân VV ×  vaø cöôõng böùc treân .V  

  Caùc boå ñeà 2.1, 2.2 laø keát quaû quen thuoäc maø chöùng minh cuûa noù coù theå 

tìm thaáy trong nhieàu taøi lieäu lieân quan ñeán lyù thuyeát veà khoâng gian Sobolev, 

chaúng haïn [6]. 

Chuù thích 2.1  

  Ta suy töø (2.6) raèng, treân V  caû ba chuaån /,1 vv H  vaø ),( vvav V =  laø 

töông ñöông. 

Boå ñeà 2.3  

  Cho .00 ≥h  Khi ñoù toàn taïi moät cô sôû tröïc chuaån Hilbert }~{ jw cuûa 2L  goàm 

caùc haøm rieâng jw~  töông öùng vôùi giaù trò rieâng jλ  sao cho  

  ,lim...,...0 21 +∞=≤≤≤≤<
+∞→

j
j

j λλλλ            (2.7) 

  ...2,1,,~),~( =∀∈∀〉〈= jVvvwvwa jjj λ            (2.8)  

 Hôn nöõa, daõy }/~{ jjw λ  cuõng laø moät cô sôû tröïc chuaån Hilbert cuûa V  ñoái 

vôùi tích voâ höôùng ).,( ⋅⋅a  

  Maët khaùc, ta cuõng coù jw~  thoûa baøi toaùn bieân döôùi ñaây 
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∩∈

==−

=∆−

∞ ).]1,0[(~
,0)1(~)0(~)0(~
),1,0(,~~

0

CVw

wwhw

trongww

j

jjjx

jjj λ

          (2.9) 

  Chöùng minh cuûa boå ñeà naøy ñöôïc suy töø boå ñeà 1.3, vôùi ,2LH =  vaø ,V ),( ⋅⋅a  

ñöôïc xaùc ñònh bôiû (2.4), (2.5). 

 2.2. Thuaät giaûi xaáp xæ tuyeán tính 

  Ta thaønh laäp caùc giaû thieát sau 

    )( 1H      ;00 ≥h  

  )( 2H      );(, 3
10 +∈ IRCgg  

   )( 3H      ;~,~
1

2
0 VuHVu ∈∩∈  

   )( 4H      )]1,0([ 31 IRIRCf ××∈ +  thoûa caùc ñieàu kieän sau 

      0),,,,1( =wvutf  vôùi moïi 0≥t  vaø .),,( 3IRwvu ∈  

  Thay vì xeùt baøi toaùn (2.1)-(2.2), ta seõ xeùt ñöa noù veà moät baøi toaùn vôùi ñieàu 

kieän bieân thuaàn nhaát nhö sau:  

Ñaët 

    ),()()1(
1
1),( 1

)1(
0

0

0 tgetgx
h

tx xh −+−
+

=ϕ  .0],1,0[ ≥∈ tx      (2.10) 

 Khi ñoù pheùp ñoåi bieán  

    ),,(),(),( txtxutxv ϕ−=          (2.11) 

ta coù v  thoûa maõn phöông trình 

,0,10),,,,,(~ Ttxvvvtxfvv txxxtt <<<<=−       (2.12) 

vôùi ñieàu kieän bieân hoãn hôïp thuaàn nhaát 

  ,0),1(),0(),0( 0 ==− tvtvhtvx         (2.13) 

vaø ñieàu kieän ñaàu 

),(~)0,(),(~)0,( 10 xvxvxvxv t ==           (2.14)  
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trong ñoù 

   ,),,,,(),,,,(~ ttxxttxxtx vvvtxfvvvtxf ϕϕϕϕϕ −++++=         (2.15) 

  ),0,()(~)(~),0,()(~)(~ 1100 xxuxvxxuxv tϕϕ −=−=           (2.16) 

cuøng vôùi ñieàu kieän nhaát quaùn 

    
).1(~)0,1()0(

),0(~)0(~)0,0()0,0()0(

01

00
/
000

uug
uhuuhug x

==
−=−=         (2.17) 

thoûa  

              ),]1,0([~ 31 IRIRCf ××∈ + .~,~
1

2
0 VvHVv ∈∩∈   

  Vaäy vôùi pheùp ñoåi aån haøm (2.10), (2.11), baøi toaùn (2.1)-(2.3) vôùi ñieàu kieän 
bieân khoâng thuaàn nhaát töông ñöông vôùi baøi toaùn vôùi ñieàu kieän bieân thuaàn nhaát 
(2.12)-(2.14). 
 
  Cho tröôùc ,0,0 >> TM  ta ñaët  

  },~),,,,(:),,,,(~sup{)~,,(00 AwvutxwvutxffTMKK ∈==      (2.18) 

 
},~),,,,(:),,,,)(~~~~sup{(

)~,,(
////

11

Awvutxwvutxffff

fTMKK

wvux ∈+++=

=
      (2.19) 

trong ñoù }.,10,0:),,,,({~ 5 MwvuxTtIRwvutxA ≤++≤≤≤≤∈=      (2.20) 

Vôùi moïi 0>M  vaø ,0>T  ta ñaët  

},,,
),(),;,0(:);,0({),(

)();,0();,0(

22

22 Mvvv
QLvVTLvHVTLvTMW

TQLttVTLtHVTL

Tttt

≤

∈∈∩∈=

∞∞ ∩

∞∞

     (2.21) 

)},;,0(:),({),( 2
1 LTLvTMWvTMW tt

∞∈∈=                   (2.22)  

trong ñoù ).,0()1,0( TQT ×=  

  Tieáp theo, ta xaây döïng daõy }{ mv  trong ),(1 TMW  baèng qui naïp vaø chöùng 
minh noù hoäi tuï veà nghieäm cuûa baøi toaùn (2.1)-(2.3) vôùi söï choïn löïa 0>M  vaø 

.0>T  Ta xeùt thuaät giaûi xaáp xæ tuyeán tính sau: 
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Choïn soá haïng ban ñaàu: ).,(10 TMWv ∈  Giaû söû raèng:  

    ).,(11 TMWvm ∈−          (2.23)

 Ta lieân keát baøi toaùn (2.12)-(2.14) vôùi toaùn bieán phaân tuyeán tính sau: 

Tìm ),(1 TMWvm ∈  thoûa baøi toaùn bieán phaân tuyeán tính sau:  

   ,),(),)((,)( VwwtFwtvawtv mmm ∈∀〉〈=+〉〈 &&       (2.24) 

   ,~)0(,~)0( 10 vvvv mm == &           (2.25) 

trong ñoù 

   )).(),(),(,,(~),( 111 tvtvtvtxftxF mmmm −−− ∇= &        (2.26) 

  Söï toàn taïi cuûa mv  cho bôûi ñònh lyù sau ñaây. 

Ñònh lyù 2.1 

  Giaû söû )()( 41 HH −  laø ñuùng. Khi ñoù, toàn taïi caùc haèng soá döông TM ,  vaø 

moät daõy qui naïp tuyeán tính ),(}{ 1 TMWvm ⊂  xaùc ñònh bôûi (2.24)-(2.26). 

 Chöùng minh. Goàm caùc böôùc sau ñaây: 

 Böôùc 1. Xaáp xæ Galerkin.  

  Xeùt moät cô sôû }{ jw  cuûa V  nhö boå ñeà 2.3, vôùi jjj ww λ/~= . Ñaët 

   ∑
=

=
k

j
j

k
mj

k
m wtctv

1

)()( )()(          (2.27) 

trong ñoù )()( tc kmj  thoûa caùc heä phöông trình vi phaân tuyeán tính 

   ,1,),()),((),( )()( kjwtFwtvawtv jmj
k
mj

k
m ≤≤〉〈=+〉〈 &&      (2.28) 

   ,~)0(,~)0( 1
)(

0
)(

k
k
mk

k
m vvvv == &            (2.29) 

trong ñoù 

   0
1

)(
0

~~ vwv
k

j
j

k
mjk →≡∑

=
α  maïnh trong ,2HV ∩    (2.30) 
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   1
1

)(
1

~~ vwv
k

j
j

k
mjk →≡∑

=
β  maïnh trong .V           (2.31) 

  Giaû söû raèng 1−mv  thoûa (2.23). Khi ñoù, ta deã daøng suy ra raèng heä phöông 

trình vi phaân (2.28), (2.29) coù nghieäm duy nhaát )()( tv km  treân moät khoaûng 

.0 )( TTt k
m ≤≤≤  Caùc ñaùnh giaù tieân nghieäm sau ñaây cho pheùp ta laáy ,)( TT k

m =  vôùi 

moïi m  vaø .k  

 Böôùc 2. Ñaùnh giaù tieân nghieäm. 

Ñaët 

   ,)()()()(
0

2)()()()( ∫++=
t

k
m

k
m

k
m

k
m dssvtYtXtS &&        (2.32) 

trong ñoù 

    )),(),(()()( )()(2)()( tvtvatvtX k
m

k
m

k
m

k
m += &        (2.33) 

  .)())(),(()(
2)()()()( tvtvtvatY k

m
k
m

k
m

k
m ∆+= &&        (2.34)  

Khi ñoù, ta coù boå ñeà sau 

Boå ñeà 2.4.  

)1(~)0,1(2)0()( 0
)()(

km
k
m

k
m vFStS ∇+=    

∫∫ +〉〈+
t

k
mm

t
k
mm dssvsFadssvsF

0

)(

0

)( ))(),((2)(),(2 &&  

          ∫∫ ∇
∂
∂

++
t

k
mm

t
k
m dssvsF

s
dssv

0

)(

0

2)( ),1()),1((2)(&&   

).,1()0,1(2),1(.)),1((2 )()(

0

tvFtvdssF
s

k
mm

k
m

t

m ∇−∇
∂
∂

− ∫                (2.35)  

Chöùng minh boå ñeà 2.4. 

Nhaân (2.28) bôûi ),()( tc kmj& sau ñoù laáy toång theo j , ta ñöôïc   
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.)(),())](),(()([
2
1)(

2
1 )()()(2)()( 〉〈=+= tvtFtvtvatv

dt
dtX

dt
d k

mm
k
m

k
m

k
m

k
m &&  

Tích phaân theo t  ta ñöôïc 

.)(),(2)0()(
0

)()()( ∫ 〉〈+=
t

k
mm

k
m

k
m dssvsFXtX &                    (2.36) 

Trong (2.28) thay ,1
j

j
j ww ∆

−
=
λ

 sau ñoù ñôn giaûn ,jλ  ta ñöôïc 

.),()),((),( )()( 〉∆−〈=∆−+〉∆−〈 jmj
k
mj

k
m wtFwtvawtv&&                            (2.37)  

Chuù yù raèng caùc coâng thöùc sau ñaây laø ñuùng 

),),((),( )()(
j

k
mj

k
m wtvawtv &&&& =〉∆−〈                                              (2.38) 

,),()),(( )()( 〉∆∆〈=∆− j
k
mj

k
m wtvwtva                                              (2.39) 

).),(()1(),1(

)(),()0()1(),1(

)(),(),(

1

0
0

1

0

jmjm

jmjjm

jmjm

wtFawtF

dxxwtxFwhwtF

dxxwtxFwtF

+∇−=

∇∇++∇−=

∆−=〉∆−〈

∫

∫

 (2.40) 

Vaäy, nhôø vaøo (2.38)- (2.40), ta vieát laïi (2.37) nhö sau: 

).1(),1()),((),()),(( )()(
jmjmj

k
mj

k
m wtFwtFawtvwtva ∇−=〉∆∆〈+&&        (2.41) 

Trong (2.41) thay jw  bôûi ),()( tv km&  ta ñöôïc 

).,1(),1())(),((

)(),())(),((
)()(

)()()()(

tvtFtvtFa

tvtvtvtva
k
mm

k
mm

k
m

k
m

k
m

k
m

&&

&&&&

∇−=

〉∆∆〈+
               (2.42) 

hay  

).,1(),1())(),((

])())(),(([
2
1)(

2
1

)()(

2)()()()(

tvtFtvtFa

tvtvtva
dt
dtY

dt
d

k
mm

k
mm

k
m

k
m

k
m

k
m

&&

&&

∇−=

∆+=
                   (2.43)  

Tích phaân theo t , ta ñöôïc 
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.),1(),1(2))(),((2)0()(
0

)(

0

)()()( ∫∫ ∇−+=
t

k
mm

t
k
mm

k
m

k
m dssvsFdssvsFaYtY &&   (2.44)  

Vieát laïi tích phaân cuoái cuøng cuûa veá phaûi trong (2.44): 

∫

∫

∇
∂
∂

+∇−=

∇−

t
k
mm

tk
mm

t
k
mm

dssvsF
s

svsF

dssvsF

0

)(
0

)(

0

)(

),1()),1((2),1(),1(2

),1(),1(2 &

                  (2.45) 

.),1()),1((2)1(~)0,1(2

),1()0,1(2),1(.)),1((2

),1()),1((2)0,1()0,1(2

),1()0,1(2),1()]0,1(),1([2

),1()),1((2

)0,1()0,1(2),1(),1(2

0

)(
0

)()(

0

0

)()(

)()(
0

)(

)()(

∫

∫

∫

∫

∇
∂
∂

+∇+

∇−∇
∂
∂

−=

∇
∂
∂

+∇+

∇−∇−−=

∇
∂
∂

+

∇+∇−=

t
k
mmkm

k
mm

k
m

t

m

t
k
mm

k
mm

k
mm

k
mmm

t
k
mm

k
mm

k
mm

dssvsF
s

vF

tvFtvdssF
s

dssvsF
s

vF

tvFtvFtF

dssvsF
s

vFtvtF

 

Vieát laïi (2.44): 

.),1()),1((2)1(~)0,1(2

),1()0,1(2),1(.)),1((2

))(),((2)0()(

0

)(
0

)()(

0

0

)()()(

∫

∫

∫

∇
∂
∂

+∇+

∇−∇
∂
∂

−

+=

t
k
mmkm

k
mm

k
m

t

m

t
k
mm

k
m

k
m

dssvsF
s

vF

tvFtvdssF
s

dssvsFaYtY &

                       (2.46) 

Coäng hai ñaúng thöùc (2.36), (2.46) cuøng vôùi ,)(
0

2)(∫
t

k
m dssv&&  ta thu ñöôïc (2.35) vaø do 

ñoù boå ñeà 2.4 ñöôïc chöùng minh. 
 
Ta vieát (2.35) döôùi daïng 
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),,1()0,1(2...

)1(~)0,1(2)0()(
)(

51

0
)()(

tvFII

vFStS
k
mm

km
k
m

k
m

∇−+++

∇+=
                (2.47) 

trong ñoù caùc kyù hieäu 51,..., II  laø 5 tích phaân theo thöù töï xuaát hieän trong coâng thöùc 

(2.35).  

  Sau ñaây, ta seõ laàn löôït ñaùnh giaù caùc tích phaân trong veá phaûi cuûa (2.47). 

 Tích phaân thöù nhaát. 

  Töø (2.15), (2.18), (2.23), (2.32) vaø (2.33), chuùng ta suy ra raèng  

  

.)(2

)()(2)(,)(2

0

)(
0

0

)(

0

)(
1

∫

∫∫

≤

≤〉〈=

t
k
m

t
k
mm

t
k
mm

dssSK

dssvsFdssvsFI &&

             (2.46) 

 Tích phaân hai. 

Ta suy töø (2.15), (2.18), (2.19), (2.23) vaø (2.33) raèng 

   .)31(4),0()()( 2
00

22
1

2
0

22 KhMKsFhsFsF mmVm ++≤+∇=     (3.49) 

 Khi ñoù, töø (2.32), (2.34) vaø (2.49), ta thu ñöôïc  

     ∫∫ ≤=
t

V
k
mVm

t
k
mm dssvsFdssvsFaI

0

)(

0

)(
2 )()(2))(),((2 &&  

           .)(]312[2
0

)(
00

2
1 ∫++≤

t
k
m dssSKhMK        (2.50) 

 Tích phaân thöù ba. 

Phöông trình (2.28) ñöôïc vieát laïi nhö sau 

 

   .1,),(),(),( )()( kjwtFwtvwtv jmj
k
mj

k
m ≤≤〉〈=〉∆〈−〉〈 &&      (2.51) 

Do ñoù, sau khi thay theá jw  bôûi )()( tv km&&  vaø tích phaân, ta suy ra raèng 
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.)(2)(2

)(2)()(

0

2

0

)(

0 0 0

22)(2)(

∫∫

∫ ∫ ∫

+≤

+∆≤

t

m

t
k
m

t t t

m
k
m

k
m

dssFdssS

dssFdssvdssv&&

      (2.52) 

Töø (2.15), (2.18), (2.23), (2.28), (2.32), (2.34) vaø (2.52) ta suy ra  

   .2)(2)( 2
0

0 0

)(2)(
3 KTdssSdssvI

t t
k
m

k
m +≤= ∫ ∫&&         (2.53) 

Tích phaân thöù tö. 

Töø caùc giaû thieát ),(),( 42 HH  ta suy töø (2.10), (2.11), (2.15) - (2.17) raèng 

   ).()()),1((),()(),1( ///
1

/
1

2
0

//
11

2
0 tgtghtF

t
tgtghtF mm −=

∂
∂

−=     (2.54) 

Do ñoù, ta suy töø (2.54) raèng 

).,()(sup)(sup

)()()),1((

1
///
1

0

/
1

0

2
0

///
1

/
1

2
0

TMDtgtgh

tgtghtF
t

TtTt

m

≡+≤

+=
∂
∂

≤≤≤≤

       (2.55) 

Ta chuù yù raèng 

  ∫ ∆+∇=∇
1

0

)()()( ),(),0(),1( dxtxvtvtv k
m

k
m

k
m  ∫ ∆+=

1

0

)()(
0 ),(),0( dxtxvtvh k

m
k
m  

                          )()( )()(
0 tvtvh k

mV
k
m ∆+≤                    (2.56) 

                 .)()1()()()1( )(
0

)()(
0 tShtvtvh k

m
k
mV

k
m +≤





 ∆++≤  

Ta suy ra töø (2.55) vaø (2.56) raèng 

   ( )( ) ( )( )∫ ∇
∂
∂

=
t

k
mm dssvsF

s
I

0
4 ,1,12 ( ) ( ) ( )( )∫+≤

t
k
m dssSTMDh

0
10 ,12    (2.57) 

 Tích phaân thöù naêm. 

Duøng baát ñaúng thöùc 
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    ,,3
3
12 22 IRbabaab ∈∀+≤        (2.58) 

ta thu ñöôïc töø (2.55) vaø (2.56) raèng 

   

).(
3
1),()1(3

)(),()1(2

),1(.)),1((2

)(2
1

2
0

)(
10

)(

0
5

tSTMDh

tSTMDh

tvdssF
s

I

k
m

k
m

k
m

t

m

++≤

+≤

∇
∂
∂

−= ∫

                    (2.59) 

Maët khaùc, moät laàn nöõa duøng baát ñaúng thöùc (2.58), do (2.56) soá haïng cuoái cuøng 

trong veá phaûi cuûa (2.47) ñöôïc ñaùnh giaù nhö sau 

  
).(

3
1~

4
3)(~

)(])0()0()[1(2),1()0,1(2

)(2
0

)(
0

)(//
11

2
00

)(

tSDtSD

tSgghhtvF

k
m

k
m

k
m

k
mm

+≤≡

++≤∇
     (2.60) 

Toå hôïp (2.47), (2.48), (2.50), (2.53), (2.57), (2.59) vaø (2.60), khi ñoù ta suy ra 

    2
00

)()( ~
4
9)1(~)0,1(6)0(3)( DvFStS km

k
m

k
m +∇+≤  

,)(9),(
0

)(
1 ∫++

t
k
m dssSTMC                                                    (3.61) 

trong ñoù 

  ],)0()0()[1(2~ //
11

2
000 gghhD ++=  

  ),()1(96),( 2
1

22
0

2
01 TMDThTKTMC ++=        

                               .),()1(312)1(3
2

10
2

100 



 ++++++ TMDhMKKhT    (2.62) 

Baây giôø ta caàn ñaùnh giaù soá haïng ).1(~)0,1(6)0(3 )(
okm

k
m vFS ∇+   

Ta coù 

   )~,~(3~3)1(~)0,1(6)0(3 11
2

1
)(

kkkokm
k
m vvavvFS +=∇+   
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     ]~)~,~([3 2
000 kkk vvva ∆++ ).1(~)]0()0([6 0

//
11

2
0 kvggh ∇−+     (2.63) 

 Nhôø vaøo (2.10), (2.30), (2.31) vaø (2.63), ta cuõng suy raèng toàn taïi moät haèng 

soá 0>M  ñoäc laäp vôùi k  vaø ,m  sao cho 

   ,
2

~
4
9)1(~)0,1(6)0(3

2
2
00

)( MDvFS km
k
m ≤+∇+  vôùi moïi k  vaø .m     (2.64) 

Chuù yù raèng, töø giaû thieát ),( 4H  ta suy ra 

   .1,0,0)~,,(lim ==
+∞→

ifTMKT i
T

        (2.65) 

Khi ñoù, töø (2.62) vaø (2.65), ta luoân luoân choïn ñöôïc haèng soá 0>T  sao cho 

   ,)9exp(),(
2

2
1

2
MTTMCM

≤









+                   (2.66) 

vaø     .18 1 <TK                                                    (2.67) 

Cuoái cuøng, ta suy töø (2.61), (2.64) vaø (2.66) raèng 

   .0,)(9)9exp()( )(

0

)(2)( TTtdssSTMtS k
m

t
k
m

k
m ≤≤≤+−≤ ∫                    (2.68) 

Do boå ñeà Gronwall ta suy töø (2.68) raèng 
 

.0,)9exp()9exp()( )(22)( TTtMtTMtS k
m

k
m ≤≤≤≤−≤                  (2.69)  

i.e., .)( TT k
m =  Vaäy ta coù 

   ),(1
)( TMWv km ∈ , vôùi moïi m  vaø .k                    (2.70) 

Töø (2.70) ta coù theå laáy töø }{ )(k
mv  moät daõy con }{ )( ik

mv  sao cho 

  m
k
m vv i →)(  trong );,0( 2HVTL ∩∞  yeáu*,                 (2.71) 

  m
k
m vv i && →)(  trong );,0( VTL∞  yeáu*,       (2.72) 

  m
k
m vv i &&&& →)(  trong )(2 TQL  yeáu,                  (2.73) 

  ).,(1 TMWvm ∈                     (2.74) 
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Qua giôùi haïn trong (2.28), (2.29) nhôø vaøo (2.71)-(2.74) ta coù mv  thoûa (2.24)-

(2.26) trong ),0(2 TL  yeáu vaø do ñoù ñònh lyù 2.1 ñöôïc chöùng minh. 

2.3. Söï toàn taïi vaø duy nhaát nghieäm. 

Ñònh lyù 2.2  

  Giaû thieát )()( 41 HH −  laø ñuùng. Khi ñoù toàn taïi caùc haèng soá 0,0 >> TM  thoûa 

(2.52), (2.54) vaø (2.55) sao cho baøi toaùn (2.12)-(2.14) coù duy nhaát moät nghieäm yeáu 

).,(1 TMWv∈  

  Maët khaùc, daõy qui naïp tuyeán tính }{ mv  ñöôïc xaùc ñònh bôûi (2.24)-(2.26) hoäi 

tuï maïnh veà nghieäm v   trong khoâng gian           

   )}.;,0(:);,0({)( 2
1 LTLvVTLvTW ∞∞ ∈∈= &  

 Hôn nöõa, ta cuõng coù ñaùnh giaù sai soá 

   m
TLTLmVTLm Ckvvvv ≤−+− ∞∞ );,0();,0( 2&& ,  vôùi moïi ,m      (2.75) 

trong ñoù  

   ,18 1 <= TKkT             (2.76) 

vaø C  laø moät haèng soá chæ phuï thuoäc vaøo 10 ,, vvT  vaø  .Tk  

 Chöùng minh   

Söï toàn taïi nghieäm 

 Ñaàu tieân, ta chuù yù raèng )(1 TW  laø moät khoâng gian Banach ñoái vôùi chuaån  

   .
);,0();,0()( 2

1 LTLVTLTW
vvv ∞∞ += &  (Xem [6])                           (2.77) 

Ta seõ chöùng minh raèng }{ mv  laø moät daõy Cauchy trong ).(1 TW   

Ñaët mmm vvw −= +1 . Khi ñoù mw  thoûa baøi toaùn bieán phaân 

  ,),()()),((),( 1 〉−〈=+〉〈 + wtFtFwtwawtw mmmm&&  vôùi moïi ,Vw∈                (2.78) 

   .0)0()0( == mm ww &  

Ta laáy mww &=  trong (2.78), sau ñoù tích phaân theo bieán t 
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  ,)(),()(2))(),(()(
0

1
2

∫ 〉−〈=+ +

t

mmmmmm dsswsFsFtwtwatw &&                (2.79) 

 Maët khaùc, töø (2.19) vaø (2.23) ta ñöôïc 

  [ ] .2)()(2)()( )(111111 1 TWmmmmm wKtwtwKtFtF −−−+ ≤+∇≤− &       (2.80) 

Ta suy töø (2.79)-(2.80) raèng  

   
.4

)(4))(,)(()(

);,0()(11

1

0
)(11

2

2
1

1

LTLmTWm

mTWmmmm

wwTK

dsswwKtwtwatw

∞−

−

≤

≤+ ∫
&

&&
    (2.81) 

Do ñoù, ta suy töø (2.81) raèng 

.4 )(11);,0( 1
2 TWmLTLm wTKw −≤∞&           (2.82)  

Keát hôïp (2.81) vaø (2.82), ta thu ñöôïc 

   )(1)( 11 TWmTTWm wkw −≤  vôùi moïi ,m         

(2.83) trong ñoù  .18 1 <= TKkT  

Do ñoù 

   










−
−≤−+

T

m
T

TWTWmpm k
k

vvvv
1)(01)( 11

 vôùi moïi ., pm      (2.84) 

Ta suy töø (2.84) raèng }{ mv  laø moät daõy Cauchy trong ).(1 TW  Do ñoù toàn taïi 

)(1 TWv∈  sao cho 

   vvm →  maïnh trong ).(1 TW          (2.85) 

Ta chuù yù raèng ),,(1 TMWvm ∈  khi ñoù ta coù theå laáy ra töø daõy }{ mv  moät daõy con 

}{ jmv  sao cho 

   vv
jm →   trong );,0( 2HVTL ∩∞  yeáu*,       (2.86) 

   vv
jm && →   trong );,0( VTL∞  yeáu*,         (2.87) 
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   vv
jm &&&& →   trong )(2 TQL  yeáu,        (2.88) 

   ).,( TMWv∈            (2.89) 

Ta chuù yù raèng 

   .2),,,,(~ )(11);,0( 1
2 TWmLTLxm vvKvvvtxfF −≤− −∞&      (2.90) 

Do ñoù, töø (2.85) vaø (2.90) ta thu ñöôïc 

   ),,,,(~ vvvtxfF xm &→  maïnh trong ).;,0( 2LTL∞         (2.91) 

Khi ñoù, qua giôùi haïn trong (2.24) - (2.26) khi +∞→= jmm  ta thu ñöôïc töø (2.69)-

(2.89) vaø (2.91) raèng toàn taïi ),( TMWv∈  thoûa phöông trình  

   〉〈=+〉〈 wvvvtxfwtvawtv x ),,,,,(~)),((),( &&&  vôùi moïi ,Vw∈      (2.92) 

vaø caùc ñieàu kieän ñaàu 

   .~)0(,~)0( 10 vvvv == &           (2.93) 

 Maët khaùc, ta coù töø (2.91) vaø (2.92) raèng 

   ).;,0(),,,,(~ 2LTLvvvtxfvv xxx
∞∈+= &&&        (2.94) 

Vaäy, ta thu ñöôïc ).,(1 TMWv∈  

Söï toàn taïi nghieäm ñöôïc chöùng minh hoaøn taát. 

Söï duy nhaát nghieäm. 

  Giaû söû  21,vv  laø hai nghieäm yeáu cuûa baøi toaùn (2.12)-(2.14) sao cho 

   .2,1),,(1 =∈ iTMWvi          (2.95) 

Khi ñoù, )()()( 21 tvtvtv −=  thoûa phöông trình bieán phaân 

   ( ) ( ) ,,~~)),((),( 21 〉−〈=+〉〈 wtFtFwtvawtv&&  vôùi moïi ,Vw∈      (2.96) 

vaø caùc ñieàu kieän ñaàu 

   ,0)0()0( == vv &           (2.97) 

trong ñoù  
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   .2,1),,,,,(~)(~ =∇= ivvvxtftF iiii &         (2.98) 

Laáy vw &=  trong (2.96), sau ñoù tích phaân töøng phaàn ta thu ñöôïc 

   .)(,)(~)(~2))(),(()(
0

21
2

∫ 〉−〈≤+
t

dsswsFsFtwtwatw &&       (2.99) 

Ñaët 

   )).(),(()()( 2 twtwatwtZ += &                                                                                        (2.100) 

Khi ñoù ta thu ñöôïc töø (2.99), (2.100) raèng 

  ,)(4)(
0

1 ∫≤
t

dssZKtZ  vôùi moïi ].,0[ Tt∈  

Duøng boå ñeà Gronwall ta suy ra .,..,0)( 21 vveitZ ==  

Vaäy ñònh lyù 2.2 ñöôïc chöùng minh hoaøn taát. 
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CHÖÔNG 3  

KHAI TRIEÅN TIEÄM CAÄN CUÛA NGHIEÄM 

  

Trong chöông naøy, ta luoân giaû söû caùc giaû thieát )()( 41 HH −   laø ñuùng. Ngoaøi 

ra ta thaønh laäp caùc giaû thieát boå sung nhö sau:  

  )( 5H     1f   thoûa giaû thieát ).( 4H  

Ta xeùt baøi toaùn nhieãu sau ñaây, trong ñoù ε  laø moät tham soá beù, :1≤ε  

   











+=
==

==−

<<<<=∆−

).,,,,(),,,,(),,,,(
),(~)0,(),(~)0,(

),(),1(),(),0(),0(
,0,10),,,,,(

)(

1

1

100

txtxtx

t

x

txtt

uuutxfuuutxfuuutxF
xuxuxuxu

tgtutgtuhtu
TtxuuutxFuu

P

εε

ε

ε  

  Tröôùc heát, ta giaû söû raèng neáu caùc haøm 11010 ,,,,~,~ ffgguu  thoûa caùc giaû thieát 

),()( 51 HH −   khi ñoù, baøi toaùn )( εP  töông ñöông vôùi baøi toaùn giaù trò bieán vaø ban 

ñaàu sau ñaây:  

  








==
==−

<<<<=−

),(~)0,(),(~)0,(
,0),1(),0(),0(

,0,10),,,,,(~

)~(

10

0

xvxvxvxv
tvtvhtv

TtxvvvtxFvv
P

t

x

txxxtt ε

ε  

trong ñoù 

   ,),,,,(),,,,(~ ttxxttxxtx vvvtxFvvvtxF ϕϕϕϕϕεε −++++=  

    ),()()1(
1
1),( 1

)1(
0

0

0 tgetgx
h

tx xh −+−
+

=ϕ  

    ).0,()(~)(~),0,()(~)(~ 1100 xxuxvxxuxv tϕϕ −=−=  

 Ta chuù yù raèng, caùc ñaùnh giaù tieân nghieäm cuûa daõy xaáp xæ Galerkin ( )}{ k
mv  trong 

chöùng minh Ñònh lyù 2.1 cho baøi toaùn )( εP thoûa  

   ( ) ),,(1 TMWv km ∈                   (3.1) 
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trong ñoù TM ,  laø caùc haèng soá ñoäc laäp vôùi km,  vaø .ε  Thaät vaäy, trong quaù trình 

chöùng minh ta choïn caùc haèng soá döông M  vaø T  nhö trong (2.64), (2.66), (2.67), 

trong ñoù ,1,0),~,,( =ifTMKi   ñöôïc thay theá bôûi ,1,0),~,,(sup
1

=
≤

iFTMKi ε
ε

 laàn löôït.   

  Do ñoù, giôùi haïn εv  trong caùc khoâng gian haøm thích hôïp cuûa daõy ( )}{ k
mv  khi 

,+∞→k  sau ñoù ,+∞→m  laø nghieäm yeáu duy nhaát cuûa baøi toaùn )~( εP  thoûa 

    ).,(1 TMWv ∈ε             (3.2) 

Khi ñoù ta coù theå chöùng minh moät caùch töông töï nhö trong chöùng minh cuûa ñònh lyù 

2.2, raèng giôùi haïn 0v  trong caùc khoâng gian haøm thích hôïp cuûa hoï }{ εv  khi 0→ε  

laø nghieäm yeáu duy nhaát cuûa baøi toaùn )~( 0P  töông öùng vôùi 0=ε  thoûa 

    ).,(10 TMWv ∈                      (3.3) 

Do ñoù, ϕεε += vu  (töông öùng vôùi ϕ+= 00 vu ) laø nghieäm yeáu duy nhaát cuûa baøi 

toaùn  )( εP  ( töông öùng vôùi 0=ε ). 

Hôn nöõa, ta coù ñònh lyù sau. 

Ñònh lyù 3.1 

   Giaû söû )()( 51 HH −  laø ñuùng. Khi ñoù toàn taïi caùc haèng soá 0>M  vaø 0>T  sao 

cho, vôùi moïi ε  vôùi ,1≤ε  baøi toaùn )( εP  coù duy nhaát moät nghieäm yeáu ),(1 TMWu ∈ε  

thoûa moät ñaùnh giaù tieäm caän 

   ,);,0(0);,0(0 2 εεε Cuuuu LTLVTL ≤−+− ∞∞ &&                    (3.4) 

trong ñoù C  laø moät haèng soá chæ phuï thuoäc vaøo ),,(,,, 10 fTMKMTh  vaø 

).,,( 10 fTMK  

Chöùng minh. Ñaët 00 uuvvv −=−= εε . Khi ñoù,  v   thoûa baøi toaùn bieán phaân   

  ,),(),(ˆ)),((),( 1 〉〈+〉〈=+〉〈 wtfwtfwtvawtv εε ε&&  vôùi moïi ,Vw∈           (3.5)

   ,0)0()0( == vv &  
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trong ñoù 

    






∇=
∇−∇==

).,,,,(
),,,,,(),,,,(),(ˆˆ

11

000

εεεε

εεεεε

uuutxff
uuutxfuuutxftxff

&

&&                   (3.6) 

Laáy vw &=   trong (3.5), khi ñoù ta thu ñöôïc sau khi tích phaân töøng phaàn theo t 

    .)(),(2)(),(ˆ2))(),(()(
0

1
0

2

∫∫ 〉〈+〉〈=+
tt

dssvsfdssvsftvtvatv &&& εε ε        (3.7) 

Ñaët  

   )),(),(()()( 2 tvtvatvt += &σ                                           (3.8) 
 
khi ñoù, ta coù theå chöùng minh moät caùch töông töï baát ñaúng thöùc sau ñaây 

 ,0,)())(),(()(
0
2

2
1

2 TtdssTtvtvatv
t

≤≤+≤+ ∫σγεγ&                              (3.9) 

trong ñoù 

   ).,,(6),,(),,,( 1102101 fTMKfTMKfTMK +== γγ                 (3.10) 

 

 Tieáp theo, do (3.9) vaø boå ñeà Gronwall, ta thu ñöôïc 

    ),exp()( 2
2

1 TTt γεγσ ≤    vôùi moïi  ].,0[ Tt∈                   (3.11) 

Do ñoù 

    ,);,0();,0( 2 εCvv LTLVTL ≤+ ∞∞ &                   (3.12) 

trong ñoù )exp(2 21 TTC γγ=  laø haèng soá chæ phuï thuoäc vaøo ,,,0 MTh ),,(1 fTMK  

vaø ).,,( 10 fTMK  Chöùng minh ñònh lyù 3.1 ñöôïc hoaøn taát. 

 

  Trong phaàn tieáp theo chuùng toâi nghieân cöùu moät khai trieån tieäm caän cuûa εu  

ñeán caáp 3 theo ,ε  vôùi ε  ñuû nhoû. Baây giôø, ta giaû söû raèng  

  )( 6H     ),]1,0([),]1,0([ 32
1

33 IRIRCfIRIRCf ××∈××∈ ++  
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thoûa caùc ñieàu kieän sau 

  (i) ,0),,,,1(),,,,1( 1 == wvutfwvutf  

  (ii)  ,0),,,,1(),,,,1( /
1

/ == wvutfwvutf uu  

  (iii)  ,0),,,,1(),,,,1( /
1

/ == wvutfwvutf
xx uu  

  (iv)  ,0),,,,1(),,,,1( /
1

/ == wvutfwvutf
tt uu  

  (v)  ,0),,,,1(// =wvutf pq vôùi },,,{, wvuqp ∈  

vôùi moïi 0≥t  vaø .),,( 3IRwvu ∈  

Ñeå cho goïn bieåu thöùc, ta duøng kyù hieäu sau  ).,,,,(][ tx uuutxfuf =  

Giaû söû  ),(10 TMWu ∈  laø moät nghieäm yeáu cuûa baøi toaùn )( 0P  töông öùng vôùi .0=ε  

 Giaû söû laø hai nghieäm yeáu  ),(, 121 TMWuu ∈  (vôùi caùc haèng soá 0,0 >> TM  

thích hôïp) ñöôïc xaùc ñònh bôûi hai baøi toaùn sau: 

   








===

==−
<<<<=∆−

,2,1,0)0,()0,(
,0),1(),0(),0(

,0,10],[~

)~( 0

ixuxu
tutuhtu

TtxuFuu
Q

ii

iiix

iiii

i
&

&&

 

trong ñoù 

    ,][][][][][~ 10
/

10
/

10
/

0111 uufuufuufufuF uuu x
&&+∇++=         (3.13) 

vaø  

   ),()(][~ 21122 fcfcuF +=            (3.14) 

vôùi 

    ,][][][)( 10
/

10
/

10
/

1 uufuufuuffc uuu x
&&+∇+=         (3.15) 

   
.)(

2
1)(

2
1)(

2
1

][][][)(

1
/

11
/

11
/

1

20
/

20
/

20
/

2

ufcufcufc

uufuufuuffc

uuu

uuu

x

x

&

&

&

&

+∇++

+∇+=
       (3.16)
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 Giaû söû ),(1 TMWu ∈ε  laø nghieäm yeáu duy nhaát cuûa baøi toaùn .εP  Khi ñoù, 

huuuuuv −≡−−−= εε εε 2
2

10  thoûa baøi toaùn 

 

   








==
==−

<<<<+−+=∆−

,0)0,()0,(
,0),1(),0(),0(

,0,10),,(][][

0

xvxv
tvtvhtv

TtxtxEhFhvFvv

x

&

&& εεε

          (3.17) 

trong ñoù 
 
   ].[~][~][][),( 22

2
110 uFuFufhFtxE εεεε −−−=                  (3.18) 

Khi ñoù, ta coù boå ñeà sau ñaây. 

Boå ñeà 3.1 

  Giaû söû )(),(),( 321 HHH  vaø )( 6H  laø ñuùng. Khi ñoù ta coù 

   ,~ 3
);,0( 2 εε KE LTL ≤∞                              (3.19) 

trong ñoù K~   laø moät haèng soá chæ phuï thuoäc vaøo TM ,  vaø caùc haèng soá 

    ,2,1),,,(;3,2,1),,,( 1 == ifTMKifTMK ii  

vôùi 

    ∑
∈

≤
≤≤≤≤

=
},,{,

//

,,
,0,10

2 ][sup),,(
uuuqp

pq

Muuu
Ttx x

x

uffTMK
&

&

 

vaø 

.][sup),,(
},,{,,

///

,,
,0,10

3 ∑
∈

≤
≤≤≤≤

=
uuurqp

pqr

Muuu
Ttx x

x

uffTMK
&

&

    

Chöùng minh.  

 Tröôùc heát, ta coù theå nghieäm laïi raèng caùc coâng thöùc sau ñaây laø ñuùng 

.2,1,])[(
!

)(
0

=
∂

∂
=

=

ihf
i

fc i

ii

i
εε

ε              (3.20)  
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Ta laàn löôït khai trieån MacLaurin caùc haøm  ][hf  vaø ][1 hf   xung quanh ñieåm 0=ε  

ñeán caáp 3 vaø 2, ta thu ñöôïc 

],,,,,,[)()(

])[(
!3

])[(
!2

])[(][][

12103
32

21

3

33

0
2

22

0
0

1

θεεεε

ε
ε

ε
ε

ε
ε

εθεεε

uuufRfcfc

hfhfhfufhf

++=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=−
===          (3.21) 

vaø  

],,,,,,[)(][

])[(
!2

])[(][][

221012
2

1101

2

22

0
1011

2

θεεε

ε
ε

ε
ε

εθεε

uuufRfcuf

hfhfufhf

++=

∂

∂
+

∂
∂

+=
==         (3.22)  

trong ñoù  ],,,,,[ 12103 θεuuufR  vaø  ],,,,,[ 22102 θεuuufR  ñöôïc xaùc ñònh nhö sau 

   ,])[(
!3
1],,,,,[

1

3

3

12103
εθεε

θε
=∂

∂
= hfuuufR         (3.23) 

vaø  

,])[(
!2
1],,,,,[

2

2

2

22102
εθεε

θε
=∂

∂
= hfuuufR                  (3.24)  

vôùi .2,1,10 =<< iiθ  

Toå hôïp (3.21)-(3.24), khi ñoù ta thu ñöôïc 

 

],,,,,,,,[

))()(())(][(

][][][][][

212101
3

2
211101

100

θθεε

εε

εε

uuuffR

fcfcfcuf

hfufhfufhF

+

+++=

+−=−

          (3.25) 

vôùi  
].,,,,,,,[
],,,,,,[],,,,,,,[

221012

121013212101

θε
θεθθε

uuuffR
uuuffRuuuffR

+
=

        (3.26) 

Toå hôïp (3.13)-(3.16), (3.25) vaø (3.26), khi ñoù ta thu ñöôïc    

 
].,,,,,,,[

][~][~][][),(

212101
3

22
2

110

θθεε

εεεε

uuuffR

uFuFufhFtxE

=

−−−=
                    (3.27)  
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Do tính bò chaën cuûa caùc haøm 2,1,0,,, =∇ iuuu iii &  trong khoâng gian haøm 

);,0( 1HTL∞  ta thu ñöôïc töø (3.23), (3.24), (3.26) vaø (3.27) raèng 

    ,~ 3
);,0( 2 εε KE LTL ≤∞         (3.28) 

trong ñoù  K~   laø moät haèng soá chæ phuï thuoäc vaøo TM ,  vaø caùc haèng soá 

    ,2,1),,,(;3,2,1),,,( 1 == ifTMKifTMK ii  

vaø chöùng minh boå ñeà 3.1 hoaøn taát.   

  Baây giôø, ta xeùt daõy haøm }{ mv  ñöôïc xaùc ñònh bôûi 

   

.1,0)0,()0,(
,0),1(),0(),0(

,0,10),,(][][
,0

0

1

0

≥==

==−
<<<<+−+=∆−

≡

−

mxvxv
tvtvhtv

TtxtxEhFhvFvv
v

mm

mmmx

mmm

&

&& εεε        (3.29) 

Vôùi ,1=m  ta coù baøi toaùn 

   








==
==−

<<<<=∆−

.0)0,()0,(
,0),1(),0(),0(

,0,10),,(

11

1101

11

xvxv
tvtvhtv

TtxtxEvv

x

&

&& ε

                  (3.30) 

Baèng caùch nhaân hai veá cuûa (3.30) bôûi 1v&  ta khoâng khoù khaên töø (3.19) raèng  

   .)(~2))(),(()(
0

1
3

11
2

1 ∫≤+
t

dssvKtvtvatv && ε       (3.31) 

Do ñoù, cuõng töø (3.31) ta suy ra 

    .~4 3
);,0(1);,0(1 2 εKTvv VTLLTL ≤+ ∞∞&       (3.32) 

Chuùng ta seõ chöùng minh raèng toàn taïi moät haèng soá ,TC  ñoäc laäp vôùi m  vaø ,ε  sao 

cho 

    1,3);,0();,0( 2 ≤≤+ ∞∞ εεTVTLmLTLm Cvv&   vôùi taát caû .m            (3.33) 

Baèng caùch nhaân hai veá cuûa (3.29) bôûi mv&  vaø sau khi tích phaân theo ,t  ta thu ñöôïc 
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,)(~2

)][][][][(2

))(),(()(

0

3

0
1111

2

∫

∫

+

−++−+≤

+

−−

t

m

t

mmm

mmm

dssvK

dsvhfhvfhfhvf

tvtvatv

&

&

&

ε

        (3.34) 

Ñaët 

   .);,0();,0( 2 VTLmLTLmm vv ∞∞ +=Ψ &            (3.35) 

Ta suy töø (3.34) vaø (3.35) raèng 

   ,1 δσ +Ψ≤Ψ −mm  vôùi moïi ,1≥m                             (3.36) 

vôùi 

   .~4)],,,(),,([8 3
111 εδσ KTfTMKfTMKT =+=                (3.37) 

Ta giaû söû raèng 

  ,1<σ  vôùi haèng soá thích hôïp .0>T                                (3.38) 

Baây giôø, ta seõ caàn boå ñeà sau ñaây. 

Boå ñeà 3.2 

   Giaû söû daõy }{ mΨ  thoûa 

   ,0 1 δσ +Ψ≤Ψ≤ −mm  vôùi moïi ,1≥m  ,00 =Ψ      (3.39) 

trong ñoù 0,10 ≥<≤ δσ  laø caùc haèng soá cho tröôùc. Khi ñoù, 

   
σ

δ
−

≤Ψ
1m  vôùi moïi  .1≥m          (3.40)  

Ta suy töø (3.36), (3.37) vaø (3.40) raèng  

   ,
1

3
);,0();,0( 2 ε

σ
δ

TVTLmLTLm Cvv =
−

≤+ ∞∞&         (3.41) 

trong ñoù 

   .
)],,(),,([81

~4

111 fTMKfTMKT
KTCT +−

=        (3.42)  
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Maët khaùc, daõy qui naïp tuyeán tính }{ mv  ñöôïc xaùc ñònh bôûi (3.29) hoäi tuï maïnh 

trong khoâng gian )(1 TW  veà nghieäm v  cuûa baøi toaùn (3.17). Do ñoù, cho +∞→m  

trong (3.41) ta thu ñöôïc 

    3
);,0();,0( 2 εTVTLLTL Cvv ≤+ ∞∞&  

hay 

   .3

);,0(

2

0);,0(

2

0 2

εεε εε T
VTLi

i
i

LTLi
i

i Cuuuu ≤−+−
∞∞

∑∑
==

&&      (3.43) 

Vaäy, ta coù ñònh lyù sau. 

 Ñònh lyù 3.2  

  Giaû söû )(),(),( 321 HHH  vaø )( 6H  laø ñuùng. Khi ñoù, toàn taïi caùc haèng soá 

0>M  vaø 0>T  sao cho, vôùi moïi ,ε  vôùi ,1≤ε  baøi toaùn )( εP coù duy nhaát moät 

nghieäm yeáu ),(1 TMWu ∈ε  thoûa moät ñaùnh giaù tieäm caän ñeán caáp 3 nhö trong (3.43), 

caùc haøm 210 ,, uuu   laàn löôït laø caùc nghieäm yeáu cuûa caùc baøi toaùn )~(),( 10 QP vaø ).~( 2Q  

  

Chuù thích 3.1.  

Trong [9] caùc taùc giaû ñaõ xeùt khai trieån tieäm caän ñeán caáp 2 cho baøi toaùn 

(0.1), (0.3) vôùi ñieàu kieän bieân hoãn hôïp thuaàn nhaát (0.12), töông öùng vôùi ñaùnh giaù 

nhö sau 

    .2);,0(10);,0(10 2 εεε εε TVTLLTL Cuuuuuu ≤−−+−− ∞∞&&&               (3.44) 
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CHÖÔNG 4 

KHAÛO SAÙT MOÄT TRÖÔØNG HÔÏP CUÏ THEÅ 

  

 

  Trong chöông naøy,  chuùng ta xeùt moät  ví duï cuï theå  veà khai trieån tieäm caän 

cho baøi toaùn töông öùng vôùi 

     .,0 2
1 uff ==                 (4.1) 

Tröôùc  tieân, ta giaû söû raèng 

    .1),(1 ≥∈ NIRCf N               (4.2) 

Giaû söû )(),(),( 321 HHH vaø (4.2) laø ñuùng. Laëp laïi qui trình chöùng minh nhö ôû 

chöông 2, ta cuõng thu ñöôïc moät ñònh lyù toàn taïi vaø duy nhaát nghieäm yeáu cuûa baøi 

toaùn (0.1) – (0.3) töông öùng vôùi  εεε ,)( 2
1 uuff ==  laø moät tham soá, .1≤ε  

Giaû söû  ),(1 TMWu ∈ε  ( vôùi 0,0 >> TM  thích hôïp ) laø nghieäm yeáu cuûa baøi toaùn 

  











==
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<<<<=∆−

).(~)0,(),(~)0,(
),(),1(

),(),0(),0(
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)(
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1
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xuxuxuxu
tgtu

tgtuhtu
Ttxufuu

P x

εε

ε

εε

εεε

ε

ε

&

&&

 

Giaû söû raèng ),(,...,, 121 TMWuuu N ∈ ( vôùi caùc haèng soá 0,0 >> TM  thích hôïp) laàn 
löôït laø caùc nghieäm yeáu cuûa caùc baøi toaùn sau:    
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34 

  








==
==−

<<<<=∆−

,0)0,()0,(
,0),1(),0(),0(

,0,10),(
)~(

11

1101
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1

xuxu
tutuhtu

Ttxufuu
Q x

&

&&

 

vôùi Np ≤≤2  thì 
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<<<<=∆−

,0)0,()0,(

,0),1(),0(),0(

,0,10,

)~( 0

xuxu

tutuhtu

TtxHuu

Q

pp

pppx

ppp

p

&

&&

 

trong ñoù, ,2),,...,,,,( 110 NpuuutxHH ppp ≤≤= −  ñöôïc xaùc ñònh nhö sau 

 

    ,)(),( 10
/
11022 uufuuHH ==                              (4.3)  

vaø   

 

   10
/

110 )(),...,,,,( −− = pppp uufuuutxH      

     ∑∑
−=−+++

=++ −

−
−

=
−

−

−

+

1)2(...2
,... 221

221
1

2
0

)(
1

221
21

221

!!...!

...
)(

pp
k p

p
p

k

k

p
p

puuu
uf

ααα
αα

ααα

ααα
,   (4.4) 

vôùi .3 Np ≤≤  

Ñaët  

   .
0

huuuv p

N

k

p −≡−= ∑
=

εε ε  

Khi ñoù v  laø nghieäm yeáu cuûa baøi toaùn 

 

  








==
==−

<<<<+−+=∆−

,0)0,()0,(
,0),1(),0(),0(

,0,10),,()]()([

0

11

xvxv
tvtvhtv

TtxtxEhfhvfvv

x
&

&& εε
 

trong ñoù 
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   ∑
=

−−=
N

p
p

pHufhftxE
2

011 .))()((),( εεε  

Khi ñoù, ta coù boå ñeà sau ñaây. 

Boå ñeà 4.1  

  Cho .1≥N  Giaû söû )(),(),( 321 HHH  vaø )(1 IRCf N=  laø ñuùng. Khi ñoù  

     ,~ 1
1);,0( 2

+≤∞
N

LTL KE εε           (4.8)  

 trong ñoù 1
~K  laø moät haèng soá chæ phuï thuoäc vaøo TMN ,,  vaø caùc haèng soá  

    ,1,...,1,0,)),((sup),( 0
)(

1
0,10

1 −==
≤≤≤≤

NitxuffTK i

Ttx
i  

vaø  

   .)(sup),( )(
1

)1(
1 uffMK N

MNu
N

+≤
=  

Chöùng minh. 

Tröôøng hôïp 1=N  thì deã daøng, ta chæ caàn chöùng minh cho tröôøng hôïp .2≥N  
Ñaët  

    .
1

00 ∑
=

+≡+=
N

p
p

puuUuh ε  

Ta khai trieån MacLaurin haøm )()( 011 ufhf −  xung quanh ñieåm 0u  ñeán caáp ,N  ta 

thu ñöôïc  
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∑
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θθ NN
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k

kk UUuf
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Uuf
k
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        (4.9) 

Chuù yù raèng 
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trong ñoù ta kyù hieäu 
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Khi ñoù, ta vieát laïi (4.9) nhö sau:  
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),,(],,[~],[ 1

)1(

1

1

1
1 fRfpNCfpC N

NN

Np

p
N

p

p εεε ++= ∑∑
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                                      (4.11) 

 
trong ñoù 
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uuffpNC
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                                             (4.13)  

 

  
.)...)((

!

)(
!
1),(

1
210

)(
1

0
)(

11

N
N

NN
N

NN
N

uuuUuf
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UUuf
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−++++=
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εεθε

θε
                              (4.14) 

Toå hôïp (4.7), (4.11) - (4.14), khi ñoù ta thu ñöôïc 
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          (4.15) 
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Chuù yù raèng 
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vôùi moïi .2 Np ≤≤  

Vaäy (4.15) vieát laïi 

  ∑
−

=

−+=
)1(

1 ],,[~),(
NN

Np

NpN fpNCtxE εεε   

                 ( ) ....)(
!

1
210

)(
1

1
N

N
NN

N

uuuUuf
N

−
+

+++++ εεθε                    (4.16) 

Do tính bò chaën cuûa caùc haøm Niui ,...,1,0, =  trong khoâng gian haøm ,);,0( VTL∞  

ta thu ñöôïc töø (4.13), (4.14) vaø (4.16) raèng 

 

                 ,~ 1
1);,0( 2

+≤∞

N

LTL
KE εε                                                        (4.17) 

trong ñoù 

    ( ) ( ) ).,(
!
1),()1(~

1

1

1
1

2
1 fMKNM

N
fTKNMNK N

N
N

k
k

k +−= ∑
−

=

 

Boå ñeà 4.1 ñöôïc chöùng minh hoaøn taát. 

Baây giôø, ta xeùt daõy qui naïp tuyeán tính }{ mv  ñöôïc xaùc ñònh nhö sau: 
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,0,10,),(
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mxvxv
tvtvhtv

TtxtxE
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mmmx

mmm
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ε

ε
                (4.18) 

 

Vôùi ,1=m  ta coù baøi toaùn 
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,0),1(),0(),0(

,0,10),,(

1

1101

11

xvxv
tvtvhtv

TtxtxEvv

x

x

&

&& ε

                             (4.19) 

Baèng caùch nhaân hai veá cuûa (4.19) bôûi ,1v&  ta tìm khoâng khoù khaên töø (4.8) raèng 

   .)(~2))(),(()(
0

1
1

111
2

1 ∫
+≤+
t

N dssvKtvtvatv && ε                    (4.20) 

Do ñoù 

    .~4 1
1);,0(1);,0(1 2

+≤+ ∞∞

N

VTLLTL
KTvv ε&                                 (4.21)  

 

Chuùng ta seõ chöùng minh raèng toàn taïi moät haèng soá TC  ñoäc laäp vôùi m  vaø ,ε  sao 

cho 

    ,1,1
);,0();,0( 2 ≤≤+ +

∞∞ εε N
TVTLmLTLm Cvv&  vôùi moïi .m                (4.22) 

Baèng caùch nhaân hai veá cuûa (4.18) bôûi mv&  vaø sau khi tích phaân theo ,t  ta thu ñöôïc  

 

    ))(),(( 11);,0( 2 tvtvav
LTLm +∞&         

.)(~2)()(),(2

)(~2)()(2
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1
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0
111
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t

m
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t

mm

dssvKdssvsvfMK

dssvKdsvhfhvf

&&

&&

εε

εε
       (4.23) 

trong ñoù .)(sup),( /
111 uffMK

Mu ≤
=      

Ñaët 

     ,
);,0();,0( 2 VTLmLTLmm vv ∞∞ +=Ψ &                                              (4.24) 

ta suy töø (2.23) vaø (4.24) raèng 
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    δσ +Ψ≤Ψ −1mm  vôùi moïi ,1≥m                     (4.25) 

 vôùi 

    .~4),,(4 1

111
+== NKTfMTK εδσ                             (4.26) 

Giaû söû raèng  

   ,1),(4 11 <= fMTKσ  vôùi haèng soá thích hôïp .0>T                           (4.27) 

 

Baây giôø, ta duøng boå ñeà 3.2 moät laàn nöõa ta thu ñöôïc töø (4.25) - (4.27) raèng  

   ,
1

1

);,0();,0( 2

+=
−

≤Ψ=+ ∞∞

N
TmVTLmLTLm Cvv ε

σ
δ

&  vôùi moïi ,1≥m    (4.28) 

trong ñoù 

  .
),(41

~4
11

1

fMTK
KTCT −

=  

Maët khaùc, daõy qui naïp tuyeán tính }{ mv  ñöôïc xaùc ñònh bôûi (4.18) hoäi tuï maïnh 

trong khoâng gian )(1 TW  veà nghieäm v  cuûa baøi toaùn (4.6). Do ñoù, cho +∞→m  

trong (4.28) ta thu ñöôïc  

     .1
);,0();,0( 2

+≤+ ∞∞

N
TVTLLTL
Cvv ε&                       (4.29) 

Vaäy, ta coù ñònh lyù sau. 

Ñònh lyù 4.1. Cho .1≥N  Giaû söû )(),(),( 321 HHH  vaø )(1 IRCf N∈  laø ñuùng. Khi ñoù, toàn 

taïi caùc haèng soá 0>M  vaø 0>T  sao cho, vôùi moïi ,ε  vôùi ,1≤ε  baøi toaùn )( εP  coù 

duy nhaát moät nghieäm yeáu ),(1 TMWu ∈ε  thoûa moät ñaùnh giaù tieäm caän ñeán caáp 1+N  

nhö sau 

    ),( 1
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+= ∑ N
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i Ouu εεε  

theo nghóa 
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LTL
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i Cuuuu εεε εε &&                       (4.30)  

trong ñoù, caùc haøm Nuuu ,...,, 10  laàn löôït laø caùc nghieäm yeáu cuûa caùc baøi toaùn 

).~(),...,~(),( 10 NQQP  

Trong phaàn cuoái cuøng naøy, ta seõ xeùt vôùi moät haøm cuï theå nhö (4.1): 

.)( 2
1 uuf =  Khi ñoù, ).(1 IRCf ∞∈ . Maët khaùc, do 0)(

1 =kf  vôùi moïi ,3≥k  phaàn dö 

trong khai trieån Taylor cuûa haøm 1f  ôû caáp 3 trong coâng thöùc (4.9) laø baèng khoâng 
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Do ñoù 
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Caùc bieåu thöùc pH  trong caùc baøi toaùn )~( pQ  ñöôïc tính  cuï theå nhö sau: 

,)()( 2
001011 uufuHH ===                                (4.33)

 ,2)(),( 1010
/
11022 uuuufuuHH ===                                       (4.34)  
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Bieåu thöùc ),( txEε  trong (4.32) vieát laïi 
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(4.36) Do tính bò chaën cuûa caùc haøm Niui ,...,1,0, =  trong );,0( VTL∞  ta thu ñöôïc töø 

(4.36) raèng  

    .~)14(
2
1 1

2
12

);,0( 2

++ ≡+≤∞

NN

LTL
KMNNE εεε      (4.37) 

Cuoái cuøng ta coù keát quaû. 

Ñònh lyù 4.2 

  Cho 1≥N  vaø .21 uf =  Giaû söû )(),(),( 321 HHH  laø ñuùng. Khi ñoù, toàn taïi caùc 

haèng soá 0>M vaø 0>T sao cho, vôùi moïi ,ε  vôùi ,1≤ε  baøi toaùn )( εP  coù duy nhaát 

moät nghieäm yeáu ),(1 TMWu ∈ε  thoûa moät ñaùnh giaù tieäm caän ñeán caáp 1+N  nhö  sau 
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trong ñoù, 
TM

MNTNCT 81
)14(2 2

−
+

=  laø haèng soá chæ phuï thuoäc TMN ,, vaø caùc haøm 

N10 u,...,u,u  laàn löôït laø caùc nghieäm yeáu cuûa baøi toaùn )~(,...),~(),( 10 NQQP  töông öùng 

vôùi caùc bieåu thöùc pH  xaùc ñònh bôûi (4.33) - (4.35). 
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PHAÀN KEÁT LUAÄN 
 

 
 
  Luaän vaên söû duïng phöông phaùp xaáp xæ tuyeán tính ñeå khaûo saùt phöông trình 
soùng phi tuyeán vôùi ñieàu kieän bieân hoãn hôïp khoâng thuaàn nhaát. Phöông phaùp naøy 
khoâng nhöõng giuùp ta chöùng minh ñöôïc söï toàn taïi nghieäm, khai trieån tieâäm caän 
nghieäm theo tham soá nhieãu ,ε  maø baûn thaân noù coøn cho ta thieát laäp nghieäm xaáp 
xæ  tuyeán tính hoaù baèng moät thuaät toaùn giaûi tích soá thích hôïp. 
 
  Noäi dung chính cuûa luaän vaên laø caùc keát quaû môùi thu ñöôïc chöùa ñöïng trong 
caùc chöông 2, 3 vaø 4. 
 
  ÔÛ chöông 2, chuùng toâi nghieân cöùu phöông trình soùng phi tuyeán 
  
   ,0,10),,,,,( Ttxuuutxfuu txxxtt <<<<=−  
  
vôùi giaù trò bieân vaø ban ñaàu 
 

),(),1(),(),0(),0( 100 tgtutgtuhtux ==−  
),(~)0,(),(~)0,( 10 xuxuxuxu tx ==  

 
trong ñoù 0h  laø haèng soá khoâng aâm cho tröôùc; fuugg ,~,~,, 1010  laø caùc haøm cho 
tröôùc. Chuùng toâi thu ñöôïc keát quaû veà söï toàn taïi vaø duy nhaát nghieäm baèng phöông 
phaùp noùi treân vôùi )),0[]1,0([ 31 IRCf ×∞×∈ . 
 
  Trong chöông 3, neáu ),,,,( tx uuutxf  ñöôïc thay bôûi ),,,,( tx uuutxf  

),,,,,(1 tx uuutxfε+ ),),0[]1,0([ 33 IRCf ×∞×∈  ),),0[]1,0([ 32
1 IRCf ×∞×∈  thì chuùng 

toâi thu ñöôïc  nghieäm töông öùng εu  coù moät khai trieån tieäm caän caáp 3 theo ,ε  vôùi 
ε  ñuû nhoû.  
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Trong chöông 4,  chuùng toâi thu ñöôïc moät khai trieån tieäm caän caáp 1+N  

theo ,ε  vôùi ε  ñuû nhoû vôùi ),(1 uff ε= ).(1 IRCf N∈  Sau ñoù tính toaùn cuï theå vôùi 
.2uf ε=  

 
Keát quaû naøy laø söï toång quaùt hoaù töông ñoái caùc keát quaû tröôùc ñoù trong [1, 

3, 4, 9-11] vaø chuaån bò coâng boá.  
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