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CHÖÔNG 1 
 

 PHAÀN TOÅNG QUAN  
  

 Trong luaän vaên naøy, chuùng toâi nghieân cöùu moät soá phöông 
trình nhieät phi tuyeán trong moät hình truï thuoäc daïng:  
 

(1.1)    1( ) ( ) ( , ), 0 1, 0 ,t r r ru u u F u f r t r t T
r ε− + + = < < < <  

(1.2)   ( )
0

lim ( , ) , (1, ) ( ) (1, ) 0,r r o
r

r u r t u t h t u t u
+→

< +∞ + − =%
 

(1.3)     0( ,0) ( ),u r u r=  
 
hoaëc  
 

/(1.3 ) ( ,0) ( , ),u r u r T=  

(1.4)    
1
2( ) ,F u u uε ε=  

 
trong ñoù , 0ou ε >%  laø caùc haèng soá cho tröôùc, ),(),( trfth  laø caùc haøm 
soá cho tröôùc thoûa moät soá ñieàu kieän ta seõ chæ ra sau. 
Phöông trình (1.1) moâ taû quaù trình truyeàn nhieät trong moät dóa troøn 
ñôn vò  1,r <  trong ñoù   
 

 •  ( , )u r t  laø nhieät ñoä taïi moïi  ñieåm treân ñöôøng troøn  
 

{ }2 2 2( , ) /rC x y x y r= + =  taïi thôøi ñieåm t, vôùi  1, 0 .r t T< < <   

 
 • ( , ) ( )f r t F uε−  laø nguoàn nhieät. 
 
 • Ñieàu kieän bieân (1.2) treân ñöôøng troøn r = 1 moâ taû söï trao 
ñoåi nhieät vôùi moâi tröôøng beân ngoaøi, maø moâi tröôøng beân ngoaøi coù 
nhieät ñoä khoâng ñoåi laø ,ou%  ôû ñaây haøm h(t) laø heä soá trao ñoåi nhieät 
vôùi moâi tröôøng beân ngoaøi. 
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Trong (1.2), ñieàu kieän 
0

lim ( , )r
r

r u r t
+→

< +∞  seõ töï ñoäng 

thoûa neáu ( , )u r t  laø nghieäm coå ñieån cuûa baøi toaùn, chaúng haïn 

[ ] [ ]( ) ( )1 20,1 0, (0,1) (0, ) .u C T C T∈ × ∩ ×  Vieäc ñöa ñieàu kieän naøy 

vaøo coù lieân quan ñeán vieäc söû duïng khoâng gian Sobolev coù troïng 
vaø chuyeån ñoåi veà baøi toaùn bieán phaân. ( xem [5,7]). 

 
  Vôùi  0( ) 0, 0F u uε = =% , Minasjan [6] ñaõ nghieân cöùu phöông 
trình  
 
(1.5)  ),,()1)(( trfu

r
utau rrrt =+− ,0,10 Ttr <<<<  

 
vôùi ñieàu kieän bieân  
 
(1.6)         ,0),1()(),1(),0( =+= tuthtutu rr  
 
vaø vôùi ñieàu kieän −T  tuaàn hoaøn  
 
(1.7)  ),,()0,( Truru =  
 
ôû ñaây caùc haøm a(t), h(t), f(r,t ) laø −T  tuaàn hoaøn theo thôøi gian t.  
YÙ nghóa vaät lyù cuûa baøi toaùn (1.5) – (1.7) laø moät doøng nhieät tuaàn 
hoaøn trong moät hình truï voâ haïn vôùi giaû thieát raèng hình truï phuï 
thuoäc vaøo söï trao ñoåi nhieät moät caùch tuaàn hoaøn ôû beà maët )1( =r  
vôùi moâi tröôøng beân ngoaøi coù nhieät ñoä zeùro, phía trong hình truï, 
nguoàn nhieät ñoái xöùng truïc vaø thay ñoåi moät caùch tuaàn hoaøn, 
Minasjan [6] ñaõ tìm moät nghieäm coå ñieån cuûa baøi toaùn naøy baèng 
caùch duøng bieán ñoåi Fourier. Phöông phaùp naøy daãn ñeán moät heä giaû 
chính quy voâ haïn caùc phöông trình ñaïi soá tuyeán tính. Tuy nhieân 
tính giaûi ñöôïc cuûa heä naøy khoâng ñöôïc chöùng minh chi tieát trong 
[6]. 
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 Trong [3] Lauerova ñaõ chöùng minh raèng vôùi döõ kieän −T  
tuaàn hoaøn, baøi toaùn (1.5) – (1.7) coù moät nghieäm yeáu T- tuaàn hoaøn 
theo t. Trong tröôøng hôïp  ,0,0~

0 == fu ),(1 IRCF ∈ε ,)(/ βε −≥uF  0>β  
ñuû nhoû, caùc taùc giaû trong [4] ñaõ chöùng minh raèng baøi toaùn (1.1), 
(1.6), (1.7) coù duy nhaát moät nghieäm yeáu −T tuaàn hoaøn trong caùc 
khoâng gian Sobolev thích hôïp. Hôn nöõa, nghieäm naøy cuõng phuï 
thuoäc lieân tuïc theo haøm h(t). 
 
  Trong luaän vaên naøy, chuùng toâi nghieân cöùu baøi toaùn phi 
tuyeán vôùi ñieàu kieän ñaàu (1.1) – (1.4) vaø baøi toaùn ñieàu kieän −T  
tuaàn hoaøn (1.1), (1.2), (1.4), (1.7). 
  
 Noäi dung luaän vaên ñöôïc trình baøy theo thöù töï nhö sau: 
 

Chöông 1 laø phaàn giôùi thieäu baøi toaùn vaø noùi qua moät soá keát 
quaû tröôùc ñoù vaø trình baøy boá cuïc cuûa luaän vaên. 
 

Chöông 2 laø phaàn trình baøy moät soá kyù hieäu, coâng cuï, caùc 
khoâng gian haøm Sobolev coù troïng, tính chaát caùc pheùp nhuùng coù 
lieân quan. 
  

Chöông 3, chuùng toâi trình baøy chöùng minh söï toàn taïi vaø duy 
nhaát nghieäm yeáu cuûa baøi toaùn (1.1)-(1.4) trong caùc khoâng gian 
Sobolev coù troïng thích hôïp baèng phöông phaùp Galerkin. 
 

Chöông 4, chuùng toâi trình baøy chöùng minh söï toàn taïi vaø duy 
nhaát nghieäm yeáu −T tuaàn hoaøn cuûa baøi toaùn (1.1), (1.2), (1.4), 
(1.7) trong ñoù baøi toaùn xaáp xæ  höõu haïn chieàu cho baøi toaùn tìm 
nghieäm −T  tuaàn hoaøn coù theå tìm ñöôïc nhôø vaøo baøi toaùn ñieàu 
kieän ñaàu thoâng qua moät ñònh lyù aùnh xaï co.  
 
 Phaàn cuoái cuøng laø toùm löôïc caùc phaàn ñaõ trình baøy trong 
luaän vaên, sau ñoù laø phaàn taøi lieäu tham khaûo. 
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CHÖÔNG 2 
CAÙC KEÁT QUAÛ CHUAÅN BÒ 
CAÙC KHOÂNG GIAN HAØM  

 
II.1. CAÙC KHOÂNG GIAN HAØM  

Ñaët (0,1)Ω = , ta boû qua ñònh nghóa caùc khoâng gian haøm thoâng 

duïng: ,( ), ( ), ( ), ( ).m p m m pC L H WΩ Ω Ω Ω  

Vôùi moãi haøm 0 ( )v C∈ Ω  ta ñònh nghóa v  nhö sau  

(2.1)      
1/ 21

2

0

( ) .Hv v r v r dr
⎛ ⎞

≡ = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫  

Ta ñònh nghóa H laø ñaày ñuû hoùa cuûa khoâng gian 0 ( )C Ω  ñoái vôùi 

chuaån . .  

Töông töï, vôùi moãi haøm 1( )v C∈ Ω  ta ñònh nghóa . V  nhö sau 

(2.2)       
1/ 222 /

Vv v v⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

vaø ñònh nghóa V laø ñaày ñuû hoùa cuûa khoâng gian 1( )C Ω  ñoái vôùi 

chuaån . .V  

Chuù yù raèng caùc chuaån .  vaø . V  laàn löôït ñöôïc sinh ra töø caùc 

tích voâ höôùng  

(2.3)         
1

0

, ( ) ( ) ,u v ru r v r dr= ∫   

(2.4)  
1

/ / / /

0

, , [ ( ) ( ) ( ) ( )] .u v u v r u r v r u r v r dr+ = +∫  

Khi ñoù, ta deã daøng chöùng minh raèng H, V laø caùc khoâng gian 

Hilbert. 
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Boå ñeà 2.1.  V truø maät trong  H vôùi pheùp nhuùng lieân tuïc.  

Chöùng minh. Hieån nhieân raèng ,Vv v v V≤ ∀ ∈ do ñoù pheùp 

nhuùng töø V vaøo H laø lieân tuïc. Maët khaùc 1( )C VΩ ⊂  vaø truø maät 

trong H, do ñoù V truø maät trong H. 

Boå ñeà sau cho moät soá ñaùnh giaù thöôøng söû duïng. 

Boå ñeà 2.2.  Vôùi  moïi 1( ), 0v C ε∈ Ω >  vaø [0,1],r∈  ta coù: 

(2.5)       
22 / 2 (1),v v v≤ +    

(2.6)       (1) 3 ,Vv v≤  

(2.7)       ( ) 2 ,Vr v r v≤   

(2.8)        
2 22 / 1(1) (2 ) .v v vε

ε
≤ + +  

Chöùng minh.  

Nghieäm laïi (2.5). Duøng tích phaân töøng phaàn vaø chuù yù raèng 
20 1,r r≤ < ≤  ta coù 

1 1
2 2 2 2 /

0 0

1( ) (1) ( ) ( )
2

v r v r dr v r v r v r dr= = −∫ ∫   

          
1

2 /

0

1 (1) ( ) ( )
2

v r v r v r dr≤ + ∫  

          2 /1 (1)
2

v v v≤ +   

          
222 /1 1(1) .

2 2
v v v⎛ ⎞≤ + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Suy ra    
22 2 /(1)v v v≤ +   vaø do ñoù (2.5) ñöôïc chöùng minh.  

Nghieäm laïi (2.6).  

Ta coù    
1

2 2 2 /

0

(1) ( ( ))v r v r dr= ∫  
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1 1

2 2 /

0 0

2 ( ) 2 ( ) ( )r v r dr r v r v r dr= +∫ ∫  

                      2 /2 2v v v≤ +   

                       
22 2 /2 v v v≤ + +  

                       
22 2/3( ) 3 .Vv v v≤ + =  

Vaäy (1) 3 Vv v≤  vaø (2.6) ñöôïc chöùng minh. 

Nghieäm laïi (2.7). 

Ta coù 
1 1

/ 22 ( ) ( ) ( ( ))
r r

s v s v s ds sd v s=∫ ∫  

                           
1

2 2 2 2 2(1) ( ) ( ) (1) ( ).
r

v r v r v s ds v r v r= − − ≤ −∫   

Suy ra   
1

2 2 /( ) (1) 2 ( ) ( )
r

r v r v sv s v s ds≤ − ∫  

            
1

2 /

0

(1) 2 ( ) ( )v r v r v r dr≤ + ∫  

            2 /(1) 2v v v≤ +   

            
222 /(1)v v v≤ + +   

            2 2 23 4 .V V Vv v v≤ + =  

Vaäy    ( ) 2 .Vr v r v≤  

Do ñoù (2.7) ñöôïc chöùng minh. 

Nghieäm laïi (2.8).  

Theo chöùng minh (2.6) ta coù 

2 22 / /1(1) 2 2 2 2 . .v v v v v v vε
ε

≤ + = +   
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22 /1(2 ) .v vε

ε
≤ + +  

Do ñoù (2.8) ñöôïc chöùng minh. 

Boå ñeà 2.3. 

Ta ñoàng nhaát  H vôùi /H  (ñoái ngaãu cuûa H ). Khi ñoù ta coù 

V  H /H≡  /V , vôùi  caùc pheùp nhuùng lieân tuïc vaø naèm truø maät.  

Chöùng minh. Tröôùc heát ta chöùng minh raèng H nhuùng trong /V .  

Vì ,V H⊂  vôùi moïi ,Hw∈  aùnh xaï :wT V R→  

xaùc ñònh bôûi  
1

0

( ) , ( ) ( )wv T v w v r w r v r dr= = ∫a     

laø tuyeán tính lieân tuïc treân V, töùc laø /
wT V∈ . 

Ta xeùt aùnh xaï /:T H V→  
                             ( ) .ww T w T=a  
Khi ñoù ta coù 

 / ,, , , , .w V VT v w v v V w H= ∀ ∈ ∀ ∈    

Ta seõ chöùng minh raèng toaùn töû T thoûa caùc tính chaát sau  

(i)    /:T H V→  laø ñôn aùnh,  

(ii)   / , ,w VT w w H≤ ∀ ∈   

(iii)  { }( ) :wT H T w H= ∈  laø truø maät trong /V .  

Chöùng minh (i). Deã thaáy raèng T tuyeán tính. Neáu 0wT =  thì  

       / ,, , 0,w V Vw v T v v V= = ∀ ∈ .  

Vì V truø maät trong H, neân ta coù 

        , 0,w v v H= ∀ ∈ .   

Do ñoù w = 0. Vaäy T laø ñôn aùnh, nghóa laø, moät pheùp nhuùng töø H 

vaøo /V .  
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Chöùng minh (ii). Ta coù vôùi moïi  ,v H∈   

/
, 1 , 1
sup , sup ,

V V

w wV
v V v v V v

T T v w v
∈ = ∈ =

= =   

             
, 1 , 1
sup sup

V V
V

v V v v V v
w v w v w

∈ = ∈ =
≤ ≤ = . 

Chöùng minh (iii). Ta chöùng minh raèng moïi phieám haøm tuyeán tính 

lieân tuïc treân /V  vaø trieät tieâu treân T(H) thì cuõng trieät tieâu treân /V . 

Coi / /( )L V∈  vôùi // /,, 0, ( ).w wV VL T T T H= ∀ ∈  Ta chöùng minh 

raèng L = 0, thaät vaäy, do V phaûn xaï, töùc laø / /( )V V=  theo nghóa  

// / /
/ / /

, ,(*) ( ) , : , , ,V V V VL V l V L z z l z V∀ ∈ ∃ ∈ = ∀ ∈ . 

Laáy /
wz T V= ∈  ta coù // /,0 , , ,w V VL T w l w V= = ∀ ∈ .  

Do V truø maät trong H neân ta coù , 0, .w l w H= ∀ ∈  

Vaäy 0.l =  Theo (*) ta coù  

// / /
/

, ,, , 0,V V V VL z z l z V= = ∀ ∈ . 

Vaäy L trieät tieâu treân /V .  

Chuù thích 2.1. Töø boå ñeà 2.2, ta cuõng duøng kyù hieäu tích voâ höôùng 

.,.  ñeå chæ caëp tích ñoái ngaãu giöõa /,V V . 

Boå ñeà 2.4. Pheùp nhuùng V  H laø compact.  

Chöùng minh xem [5]. 

Chuù thích 2.2. Töø boå ñeà 2.2 suy ra raèng  
1/ 222 /(1)v v⎛ ⎞+⎜ ⎟

⎝ ⎠
 vaø 

Vv  laø hai chuaån töông ñöông treân V vaø ta coù   

(2.9)          
22 2/ 21 (1) 4 ,

2 V Vv v v v v V≤ + ≤ ∀ ∈ .  
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Thaäy vaäy, baát ñaúng thöùc thöù nhaát cuûa (2.9) coù ñöôïc laø do  

           
2 2 22 2/ / / 2 (1)Vv v v v v v= + ≤ + +   

                    
2/ 22 (1)v v⎛ ⎞≤ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
.  

Baát ñaúng thöùc coøn laïi cuûa (2.9) ñöôïc suy ra töø  

            
2 2 2 2/ 2 /(1) 3 4 .V Vv v v v v+ ≤ + ≤   

Ta chuù yù raèng  

(2.10)          
0

lim ( ) 0, .
r

r v r v V
+→

= ∀ ∈   

(xem [1] trang 128 )  

Maët khaùc, do 1( ,1)H ε   ( )0 [ ,1] , 0 1C ε ε< <  vaø  

(2.11)      1( ,1) , .H Vv v v Vεε ≤ ∀ ∈   

Ta suy ra raèng  

(2.12)      v ⎢ [ ,1]ε ( )0 [ ,1] , , 0 1.C ε ε ε∈ ∀ < <   

Töø (2.10), (2.12) suy ra  

(2.13)      ( )0 [0,1] , .r v C v V∈ ∀ ∈   

II.2. KHOÂNG GIAN HAØM  (0, ; ),1pL T X p≤ ≤ ∞  

Cho X laø khoâng gian Banach thöïc ñoái vôùi chuaån . .X  

Ta kyù hieäu  (0, ; ),1pL T X p≤ ≤ ∞ , laø khoâng gian caùc lôùp töông 

ñöông chöùa haøm : (0, )u T X→  ño ñöôïc, sao cho 

 
0

( )
T

p
Xu t dt < ∞∫  vôùi  1 p≤ < ∞   

hay  

 0 : ( ) , . . (0, )XM u t M a e t T∃ > ≤ ∈  vôùi p = ∞ . 
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Ta ñònh nghóa chuaån trong (0, ; ),1pL T X p≤ ≤ ∞  nhö sau:  

      
1/

(0, ; )
0

( )p

pT
p

L T X Xu u t dt
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫  vôùi  1 ,p≤ < ∞   

vaø  (0, ; )
0
sup ( )L T X X

t T
u ess u t∞

< <
=   

             inf { 0 : ( ) , . (0, )}XM u t M a e t T= > ≤ ∈  vôùi p = ∞ .  

Khi ñoù ta coù caùc boå ñeà sau ñaây maø chöùng minh cuûa chuùng coù theå 

tìm thaáy trong Lions [2]. 

Boå ñeà 2.5. (0, ; )pL T X  laø khoâng gian Banach. 

Boå ñeà 2.6. Goïi /X  laø ñoái ngaãu cuûa X. Khi ñoù vôùi ,111
/ =+

pp
 

,1 ∞<< p ( ) );,0();,0( // /

XTLXTL pp =  laø ñoái ngaãu cuûa ).;,0( XTLp  

Hôn nöõa, neáu X phaûn xaï thì (0, ; )pL T X  cuõng phaûn xaï.  

Boå ñeà 2.7. ( )/1 /(0, ; ) (0, ; ).L T X L T X∞=   

Hôn nöõa caùc khoâng gian 1 /(0, ; ), (0, ; )L T X L T X∞  khoâng phaûn xaï.  

Chuù thích 2.3.  Neáu ( )pX L= Ω  thì (0, ; ) ( (0, )).p pL T X L T= Ω×  
Phaân boá coù giaù trò veùctô.  

Ñònh nghóa 2.1. Cho X laø moät khoâng gian Banach thöïc. Moät aùnh 

xaï tuyeán tính lieân tuïc töø D((0,T)) vaøo X ñöôïc goïi laø moät phaân boá 

coù giaù trò trong X. Taäp caùc phaân boá coù giaù trò trong X kyù hieäu laø 

          
}. /),0(:{

));,0(();,0(/

tuïc lieân  vaø tính tuyeánfXTDf
XTDLXTD
→=

=  

Chuù thích 2.4. Ta kyù hieäu D(0,T) thay cho D((0,T)) hoaëc 

((0, ))cC T∞  ñeå chæ khoâng gian caùc haøm soá thöïc khaû vi voâ haïn coù 

giaù compact trong (0,T). 
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Ñònh nghóa 2.2.  Cho / (0, ; ).f D T X∈  Ta ñònh nghóa ñaïo haøm df
dt

 

theo nghóa phaân boá cuûa f  bôûi coâng thöùc  

(2.14)        , , , (0, ).df df D T
dt dt

ϕϕ ϕ= − ∀ ∈  

Caùc tính chaát.  

1/ Cho (0, ; ).pv L T X∈  Ta laøm töông öùng vôùi noù bôûi aùnh xaï  

: (0, )vT D T X→  nhö sau: 

(2.15)       
0

, ( ) ( ) , (0, ).
T

vT v t t dt D Tϕ ϕ ϕ= ∀ ∈∫   

Ta coù theå nghieäm laïi raèng / (0, ; ).vT D T X∈  Thaät vaäy  

i) Aùnh xaï : (0, )vT D T X→  hieån nhieân laø tuyeán tính.  

ii) Ta nghieäm laïi aùnh xaï : (0, )vT D T X→  lieân tuïc.  

Giaû söû { } (0, )j D Tϕ ⊂  sao cho lim 0jj
ϕ

→+∞
=  trong D(0,T) ta coù  

     
0 0

, ( ) ( ) ( ) ( )
T T

v j j j XX
X

T v t t dt v t t dtϕ ϕ ϕ= ≤∫ ∫   

                    
//

1 1

0 0

( ) ( ) 0
T Tp ppp

jX jv t dt t dtϕ
→+∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
≤ ⎯⎯⎯→⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫ .  

Do ñoù lim , 0.v j Xj
T ϕ

→+∞
=  Vaäy / (0, ; ).vT D T X∈   

2/ Aùnh xaï vv Ta  laø moät ñôn aùnh, tuyeán tính töø (0, ; )pL T X  vaøo 

/ (0, ; ),D T X  do ñoù ta coù theå ñoàng nhaát .vT v=   

Khi ñoù ta coù keát quaû sau. 

Boå ñeà 2.8. (Lions [2]). 



 12

     /(0, ; ) (0, ; )pL T X D T X⊂  vôùi pheùp nhuùng lieân tuïc.  

Ñaïo haøm trong (0, ; ).pL T X  

Do boå ñeà 2.8, vôùi (0, ; )pf L T X∈  ta coù theå coi f  vaø do ñoù df
dt

 laø 

caùc phaàn töû cuûa / (0, ; ).D T X  Ta coù caùc keát quaû sau.  
Boå ñeà 2.9. (Lions [2]).  

       Neáu / 1, (0, ; )f f L T X∈  thì f  baèng haàu heát vôùi moät haøm lieân 

tuïc töø  [0,T] vaøo X.  

Chöùng minh boå ñeà 2.9 goàm nhieàu böôùc.  

Böôùc 1. Ñaët /

0

( ) ( ) .
t

H t f s ds= ∫  Khi ñoù :[0, ]H T X→  lieân tuïc vì 

/ 1(0, ; ).f L T X∈   

     Tröôùc heát ta chöùng minh raèng /dH df f
dt dt

= =  theo nghóa phaân 

boá. Thaät vaäy, ta coù  

(2.17)       
0

, , ( ) ( )
TdH d dH H t t dt

dt dt dt
ϕ ϕϕ = − = −∫  

                      / /

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )
T t T T

s

d df s ds t dt f s ds t dt
dt dt
ϕ ϕ⎛ ⎞

= − = −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ ∫  

                      / /

0

( ) ( ) ,
T

f s s ds fϕ ϕ= =∫ .  

Vaäy /dH df f
dt dt

= =  trong / (0, ; )D T X . 

Böôùc 2. Ta chöùng minh f H C= +  theo nghóa phaân boá  (C laø 

haèng).  

Thaät vaäy, giaû söû  v H f= −  ta coù / 0v =  theo nghóa phaân boá (do 

böôùc 1 ). Ta seõ chöùng minh raèng v C=  theo nghóa phaân boá. Ta coù 
/ 0v =  töông ñöông vôùi  
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(2.18)         /

0

( ) ( ) 0, (0, )
T

v s s ds D Tϕ ϕ= ∀ ∈∫   

Cho  (0, ),D Tϕ∈  ta coù theå vieát ϕ  döôùi daïng /
oϕ λϕ ψ= + , trong 

ñoù (0, )D Tψ ∈ , oϕ  thoûa
0 0

( ) 1, ( )
T T

o s ds t dtϕ λ ϕ= =∫ ∫ . 

Thaät vaäy, ta coù ( )
0

( ) ( ) 0
T

ot t dtϕ λϕ− =∫ , neân nguyeân haøm cuûa 

( ) ( )ot tϕ λϕ−  trieät tieâu taïi 0t =  seõ thuoäc D(0,T).  

Choïn   ( )
0

( ) ( ) ( ) .
t

ot s s dsψ ϕ λϕ= −∫  Trong (2.18) thay /ϕ  bôûi /ψ  ta 

thu ñöôïc 

     /

0 0

( ) ( ) ( )[ ( ) ( )] 0, (0, )
T T

ov s s ds v s s s ds D Tψ ϕ λϕ ϕ= − = ∀ ∈∫ ∫   

hay 

(2.19)    
0 0

( ) ( ) ( ) ( )
T T

ov s s ds v s s dsϕ λ ϕ=∫ ∫  

                         
0 0

( ) ( ) ( )
T T

os ds v t t dtϕ ϕ= ∫ ∫ ,  (0, ).D Tϕ∀ ∈   

Ñaët  
0

( ) ( )
T

oC v t t dtϕ= ∫  ta suy ra töø (2.19) raèng  

   ( )
0

( ) ( ) 0, (0, )
T

v s C s ds D Tϕ ϕ− = ∀ ∈∫ .  

Vaäy ( )v t C const= =  trong / (0, ; ).D T X   

Böôùc 3. Ta söû duïng tính chaát sau: 

Neáu 1(0, ; )w L T X∈  vaø 
0

( ) ( ) 0, (0, )
T

w t t dt D Tϕ ϕ= ∀ ∈∫  thì 

( ) 0w t ≡  vôùi haàu heát  [0, ]t T∈ .  
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Ñieàu naøy coù ñöôïc laø do aùnh xaï ww Ta  töø 1(0, ; )L T X  vaøo 

/ (0, ; )D T X  laø ñôn aùnh (tính chaát 2/ ôû treân ). Ta suy ra raèng 

f H C= +  theo nghóa phaân boá. 

Töø caùc böôùc 1, 2, 3 ôû treân boå ñeà 2.9 ñaõ ñöôïc chöùng minh.  

Töông töï ta coù boå ñeà sau: 

Boå ñeà 2.10.  Neáu /, (0, ; )pf f L T X∈  thì f  baèng haàu heát vôùi moät 

haøm lieân tuïc töø  [0,T] vaøo X.  

II.3. BOÅ ÑEÀ VEÀ TÍNH COMPACT CUÛA  LIONS   

Cho 3  khoâng gian Banach 1, ,oX X X  vôùi 1oX X X⊂ ⊂  sao cho  

(2.20)    1,oX X  laø phaûn xaï,  

(2.21) Pheùp nhuùng oX  X  laø compact.  

Vôùi  0 T< < +∞ , 1 ip≤ ≤ +∞ , 0,1.i =  Ta ñaët  

(2.22)     { }1/
1(0, ) (0, ; ) : (0, ; )op p

oW T v L T X v L T X= ∈ ∈   

Ta trang bò cho W(0,T) bôûi chuaån  

(2.23)     
1 1

/
(0, ) (0, ; ) (0, ; )

po poW T L T X L T X
v v v= +   

Khi ñoù W(0,T) laø moät khoâng gian Banach.  

Hieån nhieân  ).;,0(),0( 0 XTLTW p⊂   

Ta cuõng coù keát quaû sau ñaây lieân quan ñeán pheùp nhuùng compact.  

Boå ñeà 2.11. (Boå ñeà veà tính compact cuûa Lions).  

Vôùi giaû thieát (2.20), (2.21) vaø neáu 1 ip< < ∞ , 0, 1i =  thì pheùp 
nhuùng ),0( TW  );,0(0 XTLp  laø compact.  
Chöùng minh. Coù theå tìm thaáy trong Lions [2], trang 57.  
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II.4. BOÅ ÑEÀ VEÀ SÖÏ HOÄI TUÏ YEÁU TRONG ( )qL Q    
Boå ñeà 2.12.  

Cho Q laø taäp môû, bò chaën cuûa RN vaø , ( ), 1q
mG G L Q q∈ < < +∞ , 

sao cho  

( ) ,qm L QG C≤  trong ñoù C laø haèng soá ñoäc laäp vôùi  m vaø  

mG G→  . .( , )a e r t  trong Q.  

Khi ñoù mG G→  trong ( )qL Q  yeáu.  

II.5. BOÅ ÑEÀ GRONWALL 

Boå ñeà cuoái cuøng naøy lieân quan ñeán moät baát phöông trình tích 

phaân, noù raát caàn thieát cho vieäc ñaùnh giaù tieân nghieäm trong caùc 

chöông sau.  

Boå ñeà 3.13. (Boå ñeà Gronwall ).  

    Giaû söû :[0, ]f T R→  laø haøm khaû tích, khoâng aâm treân [0,T] vaø 

thoûa baát ñaúng thöùc 1 2
0

( ) ( )
t

f t C C f s ds≤ + ∫  vôùi haàu heát  [0, ]t T∈  

trong ñoù 1 2,C C  laø caùc haèng soá khoâng aâm.  

     Khi ñoù 2
1( ) C tf t C e≤  vôùi haàu heát  [0, ]t T∈ .  

Ta cuõng duøng caùc kyù hieäu  
/( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( ),t r rru t u t u t u t u t u t= =∇  laàn löôït ñeå chæ  ( , ),u r t  

2

2( , ), ( , ), ( , )u u ur t r t r t
t t r

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

. 
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CHÖÔNG 3 
 

NGHIEÄM BAØI TOAÙN ÑIEÀU KIEÄN ÑAÀU 
PHI TUYEÁN  

Trong chöông naøy, chuùng toâi nghieân cöùu baøi toaùn giaù trò bieân vaø 

ban ñaàu (1.1) – (1.4) nhö sau: 

(3.1)     1( ) ( ) ( , ) , 0 1, 0t r r ru u u F u f r t r t T
r ε− + + = < < < < , 

(3.2)    
0

lim ( , )r
r

r u r t
+→

< +∞ , (1, ) ( )( (1, ) ) 0r ou t h t u t u+ − =% , 

(3.3)    ( ,0) ( ),ou r u r=  

(3.4)   1/ 2( )F u u uε ε= , 

trong ñoù 0ε > , ou%  laø haèng soá cho tröôùc, ( ), ( , ), ( )oh t f r t u r  laø caùc 

haøm cho tröôùc thoûa caùc ñieàu kieän sau: 

1( ) ,oH u R∈%  

2( ) ,oH u H∈  

1,
3( ) (0, ),H h W T∞∈  

2
4( ) (0, , ).H f L T H∈    

Khoâng laøm maát tính toång quaùt ta laáy 1ε = . 

Nghieäm yeáu cuûa baøi toaùn giaù trò bieân vaø ban ñaàu (3.1) – (3.4) 

ñöôïc thaønh laäp nhö sau: 

Tìm 2 (0, ; ) (0, ; )u L T V L T H∞∈ ∩  sao cho ( )u t  thoûa baøi toaùn bieán 

phaân sau 

(3.5)      1( ), ( ), ( ) (1, ) (1) ( ( )),r r
d u t v u t v h t u t v F u t v
dt

+ + +  

              ( ), ( ) (1) , , . ., (0, ),of t v u h t v v V a e t T= + ∀ ∈ ∈%  
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vaø ñieàu kieän ñaàu  

(3.6)      (0) .ou u=  
Khi ñoù ta coù ñònh lyù sau 

Ñònh lyù 3.1.  Cho T > 0 vaø 1 4( ) ( )H H−  ñuùng. Khi ñoù, baøi toaùn 

(3.1)-(3.4) coù duy nhaát moät nghieäm yeáu );,0();,0(2 HTLVTLu ∞∩∈   

sao cho  

(3.7)  / 2 2 / 5 5 / 2(0, ; ), (0, ; ), ( ).Tt u L T V tu L T H r u L Q∞∈ ∈ ∈  

Chöùng minh.  Goàm nhieàu böôùc. 

Böôùc 1.  Phöông phaùp Galerkin.  

Laáy { }, 1,2,...jw j =  laø moät cô sôû tröïc chuaån trong khoâng gian 

Hilbert taùch ñöôïc V. Ta tìm ( )mu t  theo daïng 

(3.8)      
1

( ) ( ) ,
m

m m j j
j

u t c t w
=

=∑  

trong ñoù ( ), 1m jc t j m≤ ≤  thoûa heä phöông trình vi phaân phi tuyeán   

(3.9)     
/

1

( ), ( ), ( ) (1, ) (1)

( ( )), ( ), ( ) (1),1 ,

m j m r j r m j

m j j o j

u t w u t w h t u t w

F u t w f t w u h t w j m

+ +

+ = + ≤ ≤%
 

(3.10)   (0)m omu u= , 

trong ñoù  

(3.11)    om ou u→  maïnh trong H. 

Deã thaáy raèng vôùi moãi m, toàn taïi moät nghieäm ( )mu t  coù daïng (3.8) 

thoûa (3.9) vaø (3.10) haàu khaép nôi treân 0 mt T≤ ≤ , vôùi moät mT  naøo 

ñoù, 0 .mT T< ≤  
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Caùc ñaùnh giaù tieân nghieäm sau ñaây cho pheùp ta laáy mT T=  vôùi 

moïi m. 

Böôùc 2.  Ñaùnh giaù tieân nghieäm.  

Ta seõ laàn löôït thieát laäp hai ñaùnh giaù tieân nghieäm döôùi ñaây. Khoù 

khaên chính ôû phaàn naøy laø soá haïng phi tuyeán ))((1 tuF m  

)()( 2/1 tutu mm=  tham gia vaøo phöông trình do ñoù vieäc ñaùnh giaù tính 

bò chaën vaø qua giôùi haïn cuûa soá haïng naøy cuõng laø moät khoù khaên. 

Tuy nhieân, vôùi soá haïng phi tuyeán cuï theå trong tröôøng hôïp naøy 

khoâng gaây ra nhieàu trôû ngaïi so vôùi soá haïng phi tuyeán toång quaùt. 

a) Ñaùnh giaù 1. Nhaân phöông trình thöù j cuûa heä (3.9) vôùi ( )m jc t    

vaø toång theo j, ta coù 

(3.12)   
22 2( ) 2 ( ) 2 (1, )m m r m

d u t u t u t
dt

+ +      

         
1

5 / 2

0

2 ( , )mr u r t dr+ ∫        

     22(1 ( )) (1, ) 2 ( ), ( ) 2 ( ) (1, )m m o mh t u t f t u t u h t u t= − + + %  

Töø baát ñaúng thöùc (2.9), ta suy ra raèng  

(3.13)       
2 222 ( ) 2 (1, ) ( ) .m r m m Vu t u t u t+ ≥   

Ta suy töø (3.12), (3.13) raèng 

(3.14)       
1

2 2 5 / 2

0

( ) ( ) 2 ( , )m m mV
d u t u t r u r t dr
dt

+ + ∫  

                   
2 22 1 ( ) ( ) (2 1 ) ( )m r mh t u t u tβ β⎡ ⎤≤ − + +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

                   2 ( ) ( ) 2 ( ) 3 ( )m o m Vf t u t u h t u t+ + %  

            ( ) 2 2
(0, )2 1 ( ) (2 1 ) ( )m mL T Vh u t u tβ β∞ ⎡ ⎤≤ + + +⎣ ⎦  
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       2 2 2 2 2
(0, )

3( ) ( ) 2 ( )
2m o m VL T

f t u t u h u tβ
β ∞+ + + +%  

 ( )2 2 2 2
(0, )(0, )

3 ( ) 2 2 ( )
2 o mL T VL T

u h f t h u tβ
β

∞∞= + + +%  

          2
(0, )1 2(2 1/ )(1 ) ( ) , 0mL Th u tβ β∞⎡ ⎤+ + + + ∀ >⎣ ⎦ . 

Choïn 0β >  sao cho  

(3.15)      (0, )2 (2 ) 1/ 2L Thβ ∞+ ≤ .  

Töø (3.14), (3.15) ta ñöôïc 

(3.16)       
1

2 2 5 / 2

0

1( ) ( ) 2 ( , )
2m m mV

d u t u t r u r t dr
dt

+ + ∫  

                 2 2 2
(0, )

3 ( )
2 o L T

u h f t
β ∞≤ +%  

                 2
(0, )1 2(2 1/ )(1 ) ( ) .mL Th u tβ ∞⎡ ⎤+ + + +⎣ ⎦  

Laáy tích phaân (3.16) theo t, vaø söû duïng (3.10), (3.11) ta coù 

(3.17)       
1

2 2 5 / 2

0 0 0

1( ) ( ) 2 ( , )
2

t t

m m mVu t u s ds ds r u r s dr+ +∫ ∫ ∫  

                 2 2 2 2

(0, )
0

3 ( )
2

t

om o L T

tu u h f s ds
β ∞≤ + + ∫%  

                 2
(0, )

0

1 2(2 1/ )(1 ) ( )
t

mL Th u s dsβ ∞⎡ ⎤+ + + +⎣ ⎦ ∫  

                 2(2) (1)

0

( ) ,
t

mT TM M u s ds≤ + ∫  

trong ñoù (1) (2),T TM M  laø caùc haèng soá chæ phuï thuoäc vaøo T vaø ñöôïc 

choïn nhö sau: 

   (1)
(0, )1 2(2 1/ )(1 ),T L TM hβ ∞= + + +  

   2 2 2 2(2)
(0, )

0

3 ( ) , .
2

T

om oT L T
M u u h T f s ds m

β ∞
⎛ ⎞

≥ + + ∀⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫%  

Nhôø boå ñeà Gronwall 2.13, töø (3.17) ta ñöôïc  
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(3.18)     
1

2 2 5 / 2

0 0

1( ) ( ) 2 ( , )
2

t t

m m mVu t u s ds ds r u r s dr+ +∫ ∫ ∫  

               (2) (1)exp( ) , , , 0 ,T mT TM t M M m t t T T≤ ≤ ∀ ∀ ≤ ≤ ≤  
nghóa laø  .mT T=  

  b) Ñaùnh giaù 2.  Nhaân (3.9) vôùi  2 / ( )m jt c t  vaø toång theo j, ta coù 

(3.19)       
2/2 ( )mtu t +  

             
12 5 / 22 2 2

0

4( ) ( ) (1, ) ( , )
5m r m m

d t u t h t t u t t r u r t dr
dt
⎡ ⎤

+ +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫  

       
2 2 22 ( ) (1, ) [ ( )]m r m

dt u t u t t h t
dt

= +   

            
1

5 / 2 /

0

8 ( , ) 2 ( ), ( )
5 m mt r u r t dr t f t t u t+ +∫   

            2 22 [ ( ) (1, )] 2 (1, ) [ ( )]o m o m
d du t h t u t u u t t h t
dt dt

+ −% % . 

Tích phaân (3.19) theo bieán thôøi gian töø 0 ñeán t sau ñoù saép xeáp laïi 

caùc soá haïng ta ñöôïc  

(3.20)     
2 2/ 2 2

0

2 ( ) ( ) (1, )
t

m m r msu s ds t u t t u t+ +∫   

               
1

5 / 22

0

4 ( , )
5 mt r u r t dr+ ∫  

      
22 2 2 / 2

0 0

[1 ( )] (1, ) 2 ( ) [ ( )] (1, )
t t

m m r mh t t u t s u s ds s h s u s ds= − + +∫ ∫  

      
1

5 / 2 /

0 0 0

8 ( , ) 2 ( ), ( )
5

t t

m msds r u r s dr s f s su s ds+ +∫ ∫ ∫  

      2 2 /

0

2 ( ) (1, ) 2 [ ( )] (1, )
t

o m o mu t h t u t u s h s u s ds+ − ∫% % . 

Duøng baát ñaúng thöùc (2.9), ta coù 

(3.21)    
2 22 2 1( ) (1, ) ( ) , [0, ], .

2m r m m Vt u t t u t t u t t T m+ ≥ ∀ ∈ ∀  
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Duøng caùc baát ñaúng thöùc (2.6), (2.8), (2.9) vaø vôùi 0β >  nhö trong 

(3.15), ta ñaùnh giaù khoâng khoù khaên caùc soá haïng ôû veá phaûi cuûa 

(3.20) nhö sau 

(3.22)     2 2[1 ( )] (1, )mh t t u t−  

        
2 2

(0, )(1 ) ( ) (2 1/ ) ( )m r mL Th t u t t u tβ β∞
⎡ ⎤≤ + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

        2 2
(0, )(1 ) ( ) (2 1/ )m TL T Vh t u t t Mβ β∞

⎡ ⎤≤ + + +⎣ ⎦ , 

(3.23)      
2 2 / 2

0 0

2 ( ) [ ( )] (1, )
t t

m r ms u s ds s h s u s ds+∫ ∫  

                22 /
(0, )

0

2 3 ( ) ( )
t

m VL T
T t h u s ds∞

⎡ ⎤≤ +⎢ ⎥⎣ ⎦ ∫  

                2 /
(0, )

2 2 3 ( )T L T
M T t h ∞

⎡ ⎤≤ +⎢ ⎥⎣ ⎦
, 

(3.24)      2 /

0

2 [ ( )] (1, )
t

o mu s h s u s ds∫%   

               2 /
(0, )

0

2 3 ( ) ( )
t

o m VL T
u t h u s ds∞≤ ∫%  

               2 /
(0, )

2 ( ) 6o TL T
u t h t M∞≤ % , 

(3.25)    ( )222
(0, )

32 ( ) ( ) ( )o m m oV L Tu t h t u t t u t u t hβ
β

∞≤ +% % , 

(3.26)  
22/ /

0 0 0

2 ( ), ( ) ( ) ( )
t t t

m ms f s su s ds sf s ds su s ds≤ +∫ ∫ ∫ . 

Do ñoù, töø (3.20) – (3.26) suy ra 

(3.27)    
2 2/

0

1( ) ( )
4

t

m m Vsu s ds t u t+∫  

     2
(0, )(1 )(2 1/ ) TL Th t Mβ∞≤ + + 2 /

(0, )
2 (2 3 ( ) )T L T
M T t h ∞+ +  

      2

0 0

16 ( ) ( )
5

t t

m Vsu s ds s f s ds+ +∫ ∫   
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      ( )2 2 /
(0, ) (0, )

3 2 ( ) 6o o TL T L T
u t h u t h t M

β
∞ ∞+ +% %  

      2(3) (4)

0 0

16 1( ) ( )
3 4

t t

m mT TV VM su s ds M su s ds≤ + ≤ +∫ ∫ , 

trong ñoù (3) (4) (3) 256,
9T T TM M M= +  laø caùc haèng soá chæ phuï thuoäc T. 

Do boå ñeà Gronwall, töø (3.27) suy ra  

(3.28)   
2 2 (4) (4) (5)/

0

1( ) ( )
4

t
t T

m m T T TVsu s ds t u t M e M e M+ ≤ ≤ =∫ . 

Maët khaùc, töø (3.18) ta coù ñaùnh giaù 

(3.29)    
1 5 / 33 / 5

1
0 0

( ( , ))
t

mds r F u r s dr∫ ∫  

              
1

5 / 2

0 0

1( , )
2

t

m T Tds r u r s dr M M= ≤ ≤∫ ∫ . 

Böôùc 3.  Qua giôùi haïn  

Do (3.18), (3.28), (3.29) ta suy ra, toàn taïi moät daõy con cuûa daõy 

{ }mu  vaãn kyù hieäu laø { }mu  sao cho  

(3.30)     mu u→  trong (0, ; )L T H∞  yeáu ∗ ,  

(3.31)     mu u→  trong 2 (0, ; )L T V  yeáu, 

(3.32)     mtu t u→  trong (0, ; )L T V∞  yeáu ∗ , 

(3.33)     / /( ) ( )mtu t u→  trong 2 (0, ; )L T H  yeáu, 

(3.34)     2 / 5 2 / 5
mr u r u→  trong 5 / 2 ( )TL Q  yeáu.  

Duøng boå ñeà 2.11 veà tính compact cuûa Lions, aùp duïng vaøo (3.32), 

(3.33) ta coù theå trích ra töø daõy { }mu  moät daõy con vaãn kyù hieäu laø 

{ }mu  sao cho 

(3.35)    mtu t u→  maïnh trong 2 (0, ; )L T H . 
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Theo ñònh lyù Riesz – Fischer, töø (3.35) ta coù theå laáy ra töø { }mu  

moät daõy con vaãn kyù hieäu laø { }mu  sao cho  

(3.36)  ( , ) ( , )mu r t u r t→  a.e. ( , )r t  trong (0,1) (0, )TQ T= × . 

Do 1/ 2
1( )F u u u=  lieân tuïc, neân  

(3.37)     1 1( ( , )) ( ( , ))mF u r t F u r t→  a.e. ( , )r t  trong TQ . 

Aùp duïng boå ñeà 2.12, vôùi N = 2, q = 5/3, 
1/ 2 1/ 23 / 5 3 / 5 3 / 5 3 / 5

1 1( ) , ( ) .m m m mG r F u r u u G r F u r u u= = = =  

Töø (3.29), (3.37) suy ra  

(3.38)  1/ 2 1/ 23 / 5 3 / 5
m mr u u r u u→  trong 5 / 3 ( )TL Q  yeáu  

Giaû söû  1( [0, ] ), ( ) 0.C T Tϕ ϕ∈ =  Nhaân phöông trình (3.9) vôùi ϕ ,  

sau ñoù tích phaân töøng phaàn theo bieán t, ta ñöôïc  

    /

0 0

, (0) ( ), ( ) ( ), ( )
T T

om j m j m r j ru w u t w t dt u t w t dtϕ ϕ ϕ− − +∫ ∫  

(3.39)     1
0 0

( ) (1, ) (1) ( ) ( ( )), ( )
T T

m j m jh t u t w t dt F u t w t dtϕ ϕ+ +∫ ∫  

     
0 0

( ), ( ) ( ) (1) ( )
T T

j o jf t w t dt u h t w t dtϕ ϕ= +∫ ∫% , 1 j m≤ ≤ . 

Ñeå qua giôùi haïn cuûa soá haïng phi tuyeán 1( ( ))mF u t  trong (3.39) ta 

söû duïng boå ñeà sau 

Boå ñeà 3.1.  Ta coù 

          1 1
0 0

lim ( ( )), ( ) ( ( )), ( )
T T

m j jm
F u t w t dt F u t w t dtϕ ϕ

→+∞
=∫ ∫ . 

Chöùng minh. Chuù yù raèng (3.38) töông ñöông vôùi  

(3.40)     
1 1

1/ 2 1/ 23 / 5 3 / 5

0 0 0 0

T T

m mdt r u u dr dt r u u drΦ → Φ∫ ∫ ∫ ∫  
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              ( )/5 / 3 5 / 2( ) ( ).T TL Q L Q∀Φ∈ =       

Maët khaùc, ta coù 

(3.41)  
1

1/ 2
1

0 0 0

( ( )), ( ) ( ) ( )
T T

m j m m jF u t w t dt r u u w r t dr dtϕ ϕ=∫ ∫ ∫   

           ( )( )
1

1/ 23 / 5 2 / 5

0 0

( ) ( ) .
T

m m jr u u r w r t dr dtϕ= ∫ ∫    

Do (3.40), ta chöùng minh 2 / 5 5 / 2( ) ( ) ( ).j Tr w r t L QϕΦ = ∈    

Thaät vaäy, do baát ñaúng thöùc (2.7), ta coù 

(3.42)    
1 1

5 / 25 / 2

0 0 0 0

( ) ( )
T T

jdr dt r w r t dr dtϕΦ =∫ ∫ ∫ ∫        

              
1 5 / 2 5 / 21/ 4

0 0

( ) ( )
T

jr r w r dr t dtϕ−= ∫ ∫     

              ( )
15 / 2 5 / 21/ 4

0 0

2 ( )
T

j V
w r dr t dtϕ−≤ ∫ ∫  

              
5 / 2 5 / 2

0

15 2 ( ) .
3

T

j V
w t dtϕ= < +∞∫  

Do ñoù, boå ñeà 3.1. ñöôïc chöùng minh. 

Cho m → +∞  trong (3.39), töø (3.11), (3.30), (3.31) vaø boå ñeà 3.1 

ta suy ra u thoûa phöông trình bieán phaân  

  /

0 0

, (0) ( ), ( ) ( ), ( )
T T

o j j r j ru w u t w t dt u t w t dtϕ ϕ ϕ− − +∫ ∫  

(3.43)     1
0 0

( ) (1, ) (1) ( ) ( ( )), ( ) ,
T T

j jh t u t w t dt F u t w t dtϕ ϕ+ +∫ ∫  

                
0 0

( ), ( ) ( ) (1) ( )
T T

j o jf t w t dt u h t w t dtϕ ϕ= +∫ ∫% ,  

                1([0, ]) , ( ) 0 , 1,2,..., .C T T j mϕ ϕ∀ ∈ = ∀ =  
Do ñoù ta coù 

    /

0 0

, (0) ( ), ( ) ( ), ( )
T T

o r ru v u t v t dt u t v t dtϕ ϕ ϕ− − +∫ ∫  
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(3.44)     1
0 0

( ) (1, ) (1) ( ) ( ( )), ( )
T T

h t u t v t dt F u t v t dtϕ ϕ+ +∫ ∫  

               
0 0

( ), ( ) ( ) (1) ( )
T T

of t v t dt u h t v t dtϕ ϕ= +∫ ∫% , 

              1([0, ]), ( ) 0,C T T v Vϕ ϕ∀ ∈ = ∀ ∈ . 
Laáy (0, )D Tϕ∈ , töø (3.44) suy ra  

(3.45)    
0 0

[ ( ), ] ( ) ( ), ( )
T T

r r
d u t v t dt u t v t dt
dt

ϕ ϕ+∫ ∫  

             1
0 0

( ) (1, ) (1) ( ) ( ( )), ( )
T T

h t u t v t dt F u t v t dtϕ ϕ+ +∫ ∫  

   
0 0

( ), ( ) ( ) (1) ( )
T T

of t v t dt u h t v t dtϕ ϕ= +∫ ∫% , (0, ),D T v Vϕ∀ ∈ ∀ ∈ .  

Do ñoù ta coù 

(3.46    1( ), ( ), ( ) (1, ) (1) ( ( )),r r
d u t v u t v h t u t v F u t v
dt

+ + +  

               ( ), ( ) (1),of t v u h t v v V= + ∀ ∈%  
ñuùng trong D(0,T) vaø do ñoù haàu heát trong (0,T). 

Cho 1([0, ]), ( ) 0.C T Tϕ ϕ∈ =  Nhaân phöông trình (3.46) vôùi ϕ , sau   

ñoù tích phaân töøng phaàn theo bieán thôøi gian ta ñöôïc 

    /

0 0

(0), (0) ( ), ( ) ( ), ( )
T T

r ru v u t v t dt u t v t dtϕ ϕ ϕ− − +∫ ∫  

(3.47)     1
0 0

( ) (1, ) (1) ( ) ( ( )), ( )
T T

h t u t v t dt F u t v t dtϕ ϕ+ +∫ ∫  

               
0 0

( ), ( ) ( ) (1) ( )
T T

of t v t dt u h t v t dtϕ ϕ= +∫ ∫% , 

                1([0, ]), ( ) 0, .C T T v Vϕ ϕ∀ ∈ = ∀ ∈  
So saùnh (3.44), (3.47) ta ñöôïc  

(3.48)       (0), (0) , (0)ou v u vϕ ϕ− = −  

                 1([0, ]), ( ) 0, ,C T T v Vϕ ϕ∀ ∈ = ∀ ∈  



 26

maø (3.48) töông ñöông vôùi ñieàu kieän ñaàu 

(3.49)       (0) .ou u=  

Ta chuù yù raèng, töø (3.30) – (3.34), ta coù  
2 (0, ; ) (0, ; ), (0, ; )u L T V L T H tu L T V∞ ∞∈ ∩ ∈  vaø  

/ 2 2 / 5 5 / 2(0, ; ), ( ).Tt u L T H r u L Q∈ ∈   

Vaäy söï toàn taïi nghieäm ñöôïc chöùng minh. 

Böôùc 4.  Tính duy nhaát nghieäm  

Tröôùc heát, ta caàn boå ñeà sau ñaây. 

Boå ñeà 3.2.  Giaû söû w laø nghieäm yeáu cuûa baøi toaùn sau  

(3.50)    1( ) ( , ), 0 1, 0 ,t rr rw w w f r t r t T
r

− + = < < < <%   

(3.51)    
0

lim ( , ) , (1, ) ( ) (1, ) 0,r r
r

r w r t w t h t w t
+→

< +∞ + =   

(3.52)    ( ,0) 0,w r =   

(3.53)   
2

/ 2

(0, ; ) (0, ; ),

(0, ; ), (0, ; ).

w L T V L T H

t w L T V t w L T H

∞

∞

⎧ ∈ ∩⎪
⎨

∈ ∈⎪⎩
 

Khi ñoù 

(3.54)    2 2

0

1 ( ) ( ) ( ) (1, )
2

t

rw t w s h s w s ds⎡ ⎤+ +⎣ ⎦∫  

               
0

( ), ( ) 0, . . (0, ).
t

f s w s ds a e t T− = ∈∫ %  

Chuù thích. Boå ñeà 3.2 laø toång quaùt hoùa cuûa boå ñeà trong cuoán saùch 

cuûa Lions [2] cho tröôøng hôïp khoâng gian Sobolev coù troïng. 

Chöùng minh cuûa boå ñeà 3.2 coù theå tìm thaáy trong [8].  

Giaû söû u vaø v laø hai nghieäm yeáu cuûa baøi toaùn (3.1) – (3.4). Khi ñoù 

w = u – v laø nghieäm yeáu cuûa baøi toaùn (3.50) – (3.52) vôùi veá phaûi  
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1/ 2 1/ 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( )f r t u t u t v t v t= − +% . Duøng boå ñeà 3.2, ta coù 

ñaúng thöùc sau  

(3.55)      2 2 2

0

1 ( ) [ ( ) ( ) (1, )]
2

t

rw t w s h s w s ds+ +∫  

                 1/ 2 1/ 2

0

( ) ( ) ( ) ( ), ( ) 0
t

u s u s v s v s w s ds= − − ≤∫ , 

do tính chaát ñôn ñieäu taêng cuûa 1/ 2u u . Töø (3.55) ta suy ra raèng 

w = 0. Tính duy nhaát ñöôïc chöùng minh. 

Vaäy ñònh lyù (3.1) ñöôïc chöùng minh xong. 
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CHÖÔNG 4  
 

NGHIEÄM T – TUAÀN HOAØN CUÛA BAØI TOAÙN  
PHI TUYEÁN  

 
Trong chöông naøy, chuùng toâi nghieân cöùu nghieäm T – tuaàn hoaøn 

cuûa baøi toaùn giaù trò bieân phi tuyeán nhö sau: 

(4.1)    1( ) ( ) ( , ), 0 1, 0 ,t rr ru u u F u f r t r t T
r ε− + + = < < < <  

(4.2)    
0

lim ( , ) ,r
r

r u r t
+→

< +∞  (1, ) ( )( (1, ) ) 0r ou t h t u t u+ − =% , 

(4.3 )    ( ,0) ( , ),u r u r T=  

(4.4)    1/ 2( )F u u uε ε= , 
trong ñoù ou%  laø haèng soá cho tröôùc, ( ), ( , )h t f r t  laø haøm soá cho tröôùc 

T – tuaàn hoaøn theo t, thoûa caùc giaû thieát sau: 

2( ) ,oH u R∈%  

/ 1,
3( ) (0, ), (0) ( ), ( ) 0,oH h W T h h T h t h∞∈ = ≥ >  

/ 0
4( ) (0, ; ), ( ,0) ( , ).H f C T H f r f r T∈ =  

Khoâng laøm maát tính toång quaùt cuûa baøi toaùn ta laáy 1ε =  

Nghieäm yeáu cuûa baøi toaùn (4.1) – (4.4) ñöôïc thieát laäp töø baøi toaùn 

bieán phaân sau: 

Tìm 2 (0, ; ) (0, ; )u L T V L T H∞∈ ∩  sao cho / 2 (0, ; )u L T H∈  vaø ( )u t  

thoûa phöông trình bieán phaân sau: 

(4.5)     /

0 0

( ), ( ) [ ( ), ( ) ( ) (1, ) (1, )]
T T

r ru t v t dt u t v t h t u t v t dt+ +∫ ∫  

            1
0 0 0

( ( )), ( ) ( ), ( ) ( ) (1, )
T T T

oF u t v t dt f t v t dt u h t v t dt+ = +∫ ∫ ∫% , 

             2 (0, ; )v L T V∀ ∈ , 
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vaø ñieàu kieän T – tuaàn hoaøn  

(4.6)     (0) ( )u u T= . 

Khi ñoù, ta coù ñònh lyù sau 

Ñònh lyù 4.1.  Cho 0T >  vaø / /
1 3 4( ),( ),( )H H H  ñuùng. Khi ñoù, baøi 

toaùn  (4.1) – (4.4) coù duy nhaát moät nghieäm yeáu T – tuaàn hoaøn 

);,0();,0(2 HTLVTLu ∞∩∈  sao cho ),;,0(2/ HTLu ∈ ).(2/55/2
TQLur ∈  

Chöùng minh. Goàm nhieàu böôùc.   

Böôùc 1. Phöông phaùp Galerkin. 

Laáy moät cô sôû tröïc chuaån { }, 1,2,...jw j = trong khoâng gian Hilbert 

taùch ñöôïc V. Ta tìm ( )mu t  theo daïng  

(4.7)    
1

( ) ( ) ,
m

m m j j
j

u t c t w
=

=∑  

trong ñoù ( )m jc t  thoûa heä phöông trình vi phaân phi tuyeán  

(4.8)    / ( ), ( ), ( ) (1, ) (1)m j m r j r m ju t w u t w h t u t w+ +  

             1( ( )),m jF u t w+  

             ( ), ( ) (1) ,1j o jf t w u h t w j m= + ≤ ≤% ,  

vaø ñieàu kieän T – tuaàn hoaøn  

(4.9)     (0) ( ).m mu u T=   

Ñaàu tieân, ta xeùt heä phöông trình (4.8) vaø ñieàu kieän ñaàu  

(4.9/ )    (0) ,m omu u=  

trong ñoù omu  thuoäc khoâng gian sinh bôûi caùc haøm mjwj ,...,2,1},{ = . 

Khi ñoù, ta ñöôïc moät heä m phöông trình vi phaân thöôøng phi tuyeán 

vôùi caùc aån haøm ( ), 1,2,..., ,m jc t j m=  vaø caùc ñieàu kieän ñaàu (4.9/ ). 

Deã thaáy raèng toàn taïi ( )mu t  coù daïng (4.7) thoûa (4.8) vaø (4.9/ ) vôùi 
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haàu khaép nôi treân 0 mt T≤ ≤ , vôùi moät (0, ]mT T∈ . Caùc ñaùnh giaù 

tieân nghieäm sau ñaây cho pheùp ta laáy mT T=  vôùi moïi m. 

Böôùc 2. Ñaùnh giaù tieân nghieäm. 

Nhaân phöông trình thöù j cuûa heä (4.8) vôùi ( )m jc t , sau ñoù laáy toång 

theo j , ta ñöôïc  

(4.10)    
22 2( ) 2 ( ) 2 ( ) (1, )m m r m

d u t u t h t u t
dt

+ +  

             
1

5 / 2

0

2 ( , )mr u r t dr+ ∫  

              2 ( ), ( ) 2 ( ) ( ).m o mf t u t u h t u t= + %   

Töø giaû thieát /
3( )H  vaø baát ñaúng thöùc (2.9), suy ra  

(4.11)    
2 22

12 ( ) 2 ( ) (1, ) ( )m r m m Vu t h t u t C u t+ ≥  

trong ñoù 1 min{1, }.oC h=  

Do ñoù, töø (4.10), (4.11) suy ra  

(4.12)     
1

2 2 5 / 2
1

0

( ) ( ) 2 ( , )m m mV
d u t C u t r u r t dr
dt

+ + ∫  

     2 ( ), ( ) 2 ( ) (1, )m o mf t u t u h t u t≤ + %  

    2 2 2 2 2

(0, )

1 3( ) ( ) ( )m o m VL T
f t u t u h u tδ δ

δ δ ∞≤ + + +%  

    2 2 2 2
(0, )

1 3( ) 2 ( )o m VL T
f t u h u tδ

δ δ ∞≤ + +%  

vôùi moïi 0δ > . 

Choïn 0δ >  sao cho  

(4.13)    1 22 0.C Cδ− = >  

Do ñoù, töø (4.12), (4.13) ta thu ñöôïc  

(4.14)   2 2
2( ) ( )m m

d u t C u t
dt

+  
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1

2 2 5 / 2
2

0

( ) ( ) 2 ( , )m m mV
d u t C u t r u r t dr
dt

≤ + + ∫  

            2 2 2
1(0, )

1 3( ) ( ).o L T
f t u h h t

δ δ ∞≤ + = %%  

Nhaân baát ñaúng thöùc (4.14) vôùi 2C te  vaø sau ñoù tích phaân ta coù 

(4.15)    2 2 22 2
1

0

( ) ( ) .
t

C t C t C s
m omu t u e e h s e ds− −≤ + ∫ %  

Cho 0T > , ta xeùt haøm soá sau 

(4.16)    
2 21

1
0

1 2

( 1) ( ) , 0 ,
( )

(0) / , 0.

t
C t C se h s e ds t T

R t

h C t

−⎧
− < ≤⎪⎪= ⎨

⎪ =⎪⎩

∫ %%

%

 

Khi ñoù 0[0, ]R C T∈%  vaø ta ñaët 
0
max ( ).

t T
R R t

≤ ≤
= %  

Neáu omu R≤  töø (4.15), (4.16) cho ta 

(4.17)   ( )mu t R≤  nghóa laø mT T=  vôùi moïi m. 

Goïi (0, )mB R  laø quaû caàu ñoùng taâm O, baùn kính R trong khoâng 

gian m chieàu sinh bôûi caùc haøm , 1,2,..., ,jw j m=  ñoái vôùi chuaån .  

Xeùt aùnh xaï : : (0, ) (0, )m m mF B R B R→  cho bôûi coâng thöùc  

(4.18)    ( ) ( )m om mF u u T= . 

Ta chöùng minh raèng mF  laø aùnh xaï co.  

Giaû söû , (0, )om om mu v B R∈  vaø ñaët ( ) ( ) ( )m m mt u t v tΦ = − , trong ñoù 

( ), ( )m mu t v t  laø caùc nghieäm cuûa heä (4.8) treân [0,T] thoûa caùc ñieàu 

kieän ñaàu (0)m omu u=  vaø (0)m omv v=  laàn löôït. Khi ñoù, ( )m tΦ  thoûa 

heä phöông trình vi phaân sau ñaây 

(4.19)   / ( ), ( ), ( ) (1, ) (1)m j m r j r m jt w t w h t t wΦ + Φ + Φ  

         1/ 2 1/ 2( ) ( ) ( ) ( ), ,1m m m m ju t u t v t v t w j m= − − ≤ ≤  
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vaø ñieàu kieän ñaàu  

(4.20)    (0)m om omu vΦ = − . 

Tính toaùn töông töï nhö chöông 3, ta ñöôïc  

(4.21)   
22 2( ) 2 ( ) 2 ( ) (1, )m m r m

d t t h t t
dt

Φ + Φ + Φ   

       1/ 2 1/ 22 ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) 0m m m m m mu t u t v t v t u t v t= − − − ≤ . 

Do (4.11), töø (4.21) suy ra  

(4.22)     
22

1( ) ( ) 0m m r V

d t C t
dt

Φ + Φ ≤ . 

Tích phaân baát ñaúng thöùc (4.22), ta ñöôïc  

(4.23)      
1

1
2( ) ( )
TC

m m om omu T v T e u v
−

− ≤ −  

nghóa laø : (0, ) (0, )m m mF B R B R→  laø aùnh xaï co  

Do ñoù toàn taïi duy nhaát (0, )om mu B R∈  sao cho  

( ) ( )om m om mu F u u T= = . 

Do ñoù, vôùi moãi m toàn taïi moät haøm (0, )om mu B R∈  sao cho nghieäm 

cuûa baøi toaùn giaù trò ban ñaàu (4.8), (4.9/ ) laø moät nghieäm T – tuaàn 

hoaøn cuûa heä (4.8). Nghieäm naøy cuõng thoûa baát ñaúng thöùc (4.17) 

vôùi haàu heát [0, ]t T∈  vaø nhôø (4.14) ta suy ra  

(4.24)  
1

2 2 5 / 2
2 3

0 0 0

( ) ( ) 2 ( , )
t t

m m mVu t C u s ds ds r u r s dr C+ + ≤∫ ∫ ∫ , 

trong ñoù 3C  laø haèng soá ñoäc laäp vôùi m. 

Nhaân phöông trình thöù j cuûa heä (4.8) vôùi / ( )m jc t , laáy toång theo j 

vaø sau ñoù tích phaân töøng phaàn theo bieán t töø 0 ñeán T, ta coù  

(4.25)     
2 2/

0 0

1( ) ( )
2

T T

m mr
du t dt u t dt
dt

+∫ ∫  
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             1/ 22 /

0 0

1 ( ) [ (1, )] ( ) ( ), ( )
2

T T

m m m m
dh t u t dt u t u t u t dt
dt

+ +∫ ∫  

              / /

0 0

( ), ( ) ( ) (1, )
T T

m o mf t u t dt u h t u t dt= +∫ ∫% . 

Töø (4.9) ta thaáy raèng hai baát ñaúng thöùc sau ñaây ñuùng:  

i /         
2

0

( ) 0,
T

mr
d u t dt
dt

=∫  

ii /      
1

1/ 2 5 / 2/

0 0 0

2( ) ( ), ( ) ( , )
5

T T

m m m m
du t u t u t dt r dr u r t dt
dt

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ ∫  

                                  ( )
1

5 / 2 5 / 2

0

2 ( , ) ( ,0) 0.
5 m mr u r T u r dr= − =∫  

Do ñoù, ñaúng thöùc (4.25), nhôø tích phaân töøng phaàn ta thu ñöôïc 

(4.26)     
2/ / / 2

0 0 0

1( ) ( ), ( ) ( ) (1, )
2

T T T

m m mu t dt f t u t dt h t u t dt= +∫ ∫ ∫  

            /

0

( ) (1, ) .
T

o mu h t u t dt− ∫%  

Sau cuøng, nhôø (4.24), (4.26), suy ra baát ñaúng thöùc sau 

(4.27)    
2 22/ /

0 0

2 ( ) ( ) ( )
T T T

m mu t dt f t dt u t dt≤ +∫ ∫ ∫  

             / 2 /
(0, ) (0, )

0 0

(1, ) 2 (1, )
T T

m o mL T L T
h u t dt u h u t dt∞ ∞+ +∫ ∫%  

             
2 2 2/ /

(0, )
0 0 0

( ) ( ) 3 ( )
T T T

m m VL T
u t dt f t dt h u t dt∞≤ + +∫ ∫ ∫  

              /
(0, )

0

2 3 ( )
T

o m VL T
u h u t dt∞+ ∫%  

          
2 2 2/ /

(0, )
0 0 0

( ) ( ) 3 ( )
T T T

m m VL T
u t dt f t dt h u t dt∞≤ + +∫ ∫ ∫  
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1/ 2

2/
(0, )

0

2 3 ( )
T

o m VL T
T u h u t dt∞

⎛ ⎞
+ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫%  

            
2/

4
0

( ) ,
T

mu t dt C≤ +∫   

trong ñoù 4C  laø haèng soá ñoäc laäp vôùi m. 

(4.28)  
2/

4
0

( )
T

mu t dt C≤∫  vôùi moïi m. 

Maët khaùc, töø (4.24), ta coù ñaùnh giaù 

(4.29)   
1 5 / 31/ 23 / 5

0 0

( , ) ( , )
t

m mds r u r s u r s dr∫ ∫  

               
1

5 / 2
3

0 0

1( , )
2

t

mds r u r s dr C= ≤∫ ∫ . 

Böôùc 3. Qua giôùi haïn. 

Do (4.24), (4.28), (4.29) ta suy ra, toàn taïi moät daõy con cuûa daõy 

{ }mu , vaãn kyù hieäu laø { }mu  sao cho  

(4.30)  mu u→  trong (0, ; )L T H∞  yeáu ∗ , 

(4.31)  mu u→  trong 2 (0, ; )L T V   yeáu, 

(4.32)  / /
mu u→ trong 2 (0, ; )L T H  yeáu,  

(4.33)  2 / 5 2 / 5 5 / 2 ( ).m Tr u r u trong L Q→  

Tröôcù heát ta nghieäm raèng 

(4.34)      (0) ( ).u u T=  

Vôùi moïi v H∈ , töø (4.9) ta coù 

(4.35)         /

0

( ), ( ) (0), 0
T

m m mu t v dt u t u v= − =∫  

Töø (4.32), (4.35) suy ra 
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(4.36)        / /

0 0

( ), ( ), 0
T T

mu t v dt u t v dt khi m→ = →+∞∫ ∫  

Tính toaùn töông töï nhö (4.35) ta coù 

(4.37)     /

0

( ) (0), ( ), 0
T

u T u v u t v dt− = =∫   vôùi moïi  v H∈ ,       vaø 

do ñoù (4.34) ñuùng. 

Duøng boå ñeà 2.11. veà tính compact cuûa Lions, aùp duïng vaøo (4.31), 

(4.32) ta coù theå laáy ra töø daõy { }mu  moät daõy con vaãn kyù hieäu laø 

{ }mu  sao cho  

(4.38)       mu u→  maïnh trong 2 (0, ; )L T H   

Do ñònh lyù Riesz – Fischer, töø (4.38) ta coù theå laáy ra töø { }mu  moät 

daõy con vaãn kyù hieäu laø { }mu  sao cho 

 
(4.39)   ( , ) ( , )mu r t u r t→  a.e ( , )r t  trong (0,1) (0, )TQ T= × .  
 
Do   1/ 2u u ua  lieân tuïc neân  

(4.40)      1/ 2 1/ 23 / 5 3 / 5( , ) ( , ) ( , ) ( , )m mr u r t u r t r u r t u r t→  

vôùi . . ( , )a e r t  trong TQ . 

Aùp duïng boå ñeà 2.12, vôùi 

      1/ 2 1/ 23 / 5 3 / 52, 5/3, ,m m mN q G r u u G r u u= = = = . 

Töø (4.29), (4.41) suy ra  

(4.41)    1/ 2 1/ 23 / 5 3 / 5
m mr u u r u u→  trong 5 / 3 ( )TL Q  yeáu 
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Kyù hieäu 1( ) sin , 1,2,...
2i

i tg t i
T
π⎛ ⎞= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 laø moät cô sôû tröïc chuaån 

trong khoâng gian Hilbert thöïc ).,0(2 TL  Khi ñoù taäp ,...}2,1,;{ =jiwg ji  

laäp thaønh moät cô sôû tröïc chuaån trong khoâng gian 2 (0, ; )L T V . 

Nhaân phöông trình thöù i cuûa (4.8) vôùi ( )ig t  sau ñoù laáy tích phaân 

theo t, 0 t T≤ ≤ , ta coù 

(4.42)      /

0 0

( ), ( ) ( ), ( )
T T

m j i m r j r iu t w g t dt u t w g t dt+∫ ∫  

     1/ 2

0 0

( ) (1, ) (1) ( ) ( ) ( ), ( )
T T

m j i m m j ih t u t w g t dt u t u t w g t dt+ +∫ ∫  

           
0 0

( ), ( ) ( ) (1) ( )
T T

j i o j if t w g t dt u h t w g t dt= +∫ ∫ %  

           1,2,..., , .j m i N∀ = ∀ ∈  

Ñeå qua giôùi haïn cuûa soá haïng phi tuyeán 1/ 2( ) ( )m mu t u t  trong 

(4.42) ta duøng boå ñeà sau 

Boå ñeà 4.1.  , 1,2,...i j∀ =  ta coù 

 .)(),()()(),()(lim
0

2/1

0

2/1

∫∫ 〉〈=〉〈
+∞→

T

ij

T

ijmmm
dttgwtutudttgwtutu  

Chöùng minh.  Chuù yù raèng (4.41) töông ñöông vôùi  

(4.43)     
1 1

1/ 2 1/ 23 / 5 3 / 5

0 0 0 0

T T

m mdt r u u dr dt r u u drΦ → Φ∫ ∫ ∫ ∫  

   ( )/5 / 3 5 / 2( ) ( ).T TL Q L Q∀Φ∈ =  

Maët khaùc, ta coù         
1

1/ 2 1/ 2

0 0 0

( ) ( ), ( ) ( ) ( )
T T

m m j i m m j iu t u t w g t dt r u u w r g t dr dt=∫ ∫ ∫   
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 (4.44)         ( )( )
1

1/ 23 / 5 2 / 5

0 0

( ) ( )
T

m m j ir u u r w r g t dr dt= ∫ ∫ .  

Do (4.44), boå ñeà 4.1. seõ ñöôïc chöùng minh neáu ta khaúng ñònh ñöôïc 

raèng 2 / 5 5 / 2( ) ( ) ( )j i Tr w r g t L QΦ = ∈ . Thaät vaäy, do baát ñaúng thöùc 

(2.7), ta coù 

                
1 1

5 / 25 / 2

0 0 0 0

( ) ( )
T T

j idr dt r w r g t dr dtΦ =∫ ∫ ∫ ∫  

                
1 5 / 2 5 / 21/ 4

0 0

( ) ( )
T

j ir r w r dr g t dt−= ∫ ∫  

(4.45)     ( )
15 / 2 5 / 21/ 4

0 0

2 ( )
T

j iV
w r dr g t dt−≤ ∫ ∫  

                
5 / 2 5 / 2

0

15 2 ( )
3

T

j iV
w g t dt= < +∞∫ . 

Vaäy boå ñeà 4.1 ñöôïc chöùng minh. 

Cho m → +∞  trong (4.42), töø (4.30) – (4.32) vaø boå ñeà 4.1, ta suy 

ra u  thoûa phöông trình bieán phaân  

(4.46)      /

0 0

( ), ( ) ( ), ( )
T T

j i r jr iu t w g t dt u t w g t dt+∫ ∫  

        1/ 2

0 0

( ) (1, ) (1) ( ) ( ) ( ), ( )
T T

j i j ih t u t w g t dt u t u t w g t dt+ +∫ ∫  

        
0 0

( ), ( ) ( ) (1) ( ) , ,
T T

j i o j if t w g t dt u h t w g t dt i j N= + ∀ ∈∫ ∫% .  

Töø (4.46) suy ra phöông trình sau ñaây ñuùng. 

(4.47)    /

0 0 0

( ), ( ) ( ), ( ) ( ) (1, ) (1, )
T T T

r ru t v t dt u t v t dt h t u t v t dt+ +∫ ∫ ∫  

      1/ 2

0 0 0

( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ) (1, )
T T T

ou t u t v t dt f t v t dt u h t v t dt+ = +∫ ∫ ∫%  



 38

         2 (0, ; )v L T V∀ ∈ . 
Vaäy söï toàn taïi nghieäm ñöôïc chöùng minh. 

Böôùc 4.  Tính duy nhaát nghieäm.  

Giaû söû ,u v  laø hai nghieäm yeáu cuûa (4.1) – (4.4). Khi ñoù w u v= −  

thoûa baøi toaùn bieán phaân sau ñaây 

(4.48)     /

0 0 0

( ), ( ) ( ), ( ) ( ) (1, ) (1, )
T T T

r rw t t dt w t t dt h t w t t dtϕ ϕ ϕ+ +∫ ∫ ∫  

      1/ 2 1/ 2 2

0

( ) ( ) ( ) ( ), ( ) 0, (0, ; ),
T

u t u t v t v t t dt L T Vϕ ϕ+ − = ∀ ∈∫  

(4.49)     (0) ( ),w w T=  

vôùi     2 / / 2, (0, ; ) (0, ; ), , (0, ; )u v L T V L T H u v L T H∞∈ ∩ ∈ , 

          2 / 5 2 / 5 5 / 2, ( )Tr u r v L Q∈ . 

Laáy wϕ =  trong (4.48) vaø chuù yù raèng /

0

( ), ( ) 0.
T

w t w t dt =∫   

Khi ñoù söû duïng (4.11) va ø(4.49) ta ñöôïc  

(4.50)     2
2 2 2

1 (0, ; )
0 0

1 ( ) ( ) (1, )
2

T T

rL T V
C w w t dt h t w t dt≤ +∫ ∫  

              1/ 2 1/ 2

0

( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) 0
T

u t u t v t v t u t v t dt= − − − ≤∫ . 

Ñieàu naøy daãn ñeán 0w =  nghóa laø u v= .  

Ñònh lyù 4.1 ñöôïc chöùng minh hoaøn toaøn. 
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PHAÀN KEÁT LUAÄN 
 

       Qua luaän vaên naøy, taùc giaû ñaõ hoïc taäp ñöôïc caùc coâng cuï vaø 

caùc phöông phaùp khaùc nhau ñeå chöùng minh söï toàn taïi vaø duy nhaát 

nghieäm cuûa moät soá phöông trình nhieät phi tuyeán trong moät hình 

truï vôùi ñieàu kieän bieân hoãn hôïp khoâng thuaàn nhaát.  

(1)  1/ 21( ) ( , ), 0 1,0 ,t rr ru u u u u f r t r t T
r

ε− + + = < < < <  

(2)     
0

lim ( , )r
r

r u r t
+→

< +∞ , (1, ) ( )( (1, ) ) 0r ou t h t u t u+ − =% , 

(3)     ( ,0) ( )ou r u r= , hoaëc  

(4)     ( ,0) ( , ),u r u r T=  

trong ñoù , 0ou ε >%  laø caùc haèng soá cho tröôùc, ( ), ( , )h t f r t  laø caùc 

haøm soá cho tröôùc thoûa moät soá ñieàu kieän naøo ñoù ta seõ chæ roõ sau 

ñoù. 

     Sau phaàn trình baøy caùc khoâng gian Sobolev coù troïng vaø moät soá 

coâng cuï lieân quan thì phaàn chính cuûa luaän vaên naèm ôû caùc chöông 

3 vaø 4. 

      Trong chöông 3, chuùng toâi trình baøy chöùng minh baøi toaùn phi 

tuyeán vôùi ñieàu kieän ñaàu (1), (2), (3) coù nghieäm yeáu duy nhaát 

trong caùc khoâng gian Sobolev coù troïng thích hôïp baèng phöông 

phaùp Galerkin.  

        Trong chöông 4, chuùng toâi trình baøy chöùng minh söï toàn taïi 

nghieäm yeáu T – tuaàn hoaøn cuûa baøi toaùn phi tuyeán (1), (2), (4), 

trong ñoù baøi toaùn xaáp xæ höõu haïn chieàu tìm nghieäm T – tuaàn hoaøn 

ñöôïc thöïc hieän nhôø baøi toaùn ñieàu kieän ñaàu thoâng qua ñònh lyù aùnh 

xaï co. 
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