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PHAÀN MÔÛ ÑAÀU 
 
Trong luaän vaên naøy chuùng toâi söû duïng phöông phaùp phaàn töû höõu haïn ñeå giaûi baøi 

toaùn elliptic phi tuyeán hai chieàu : 
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vôùi ( ) ( ){ },xy0,1x0IRy,x 2 ϕ<<<<∈=Ω  

 ( ) ( ){ },xy,1x0,IRy,x 2
0 ϕ=≤≤∈=Γ  

Γ1 = Ω \ Γ0  ,  

 ϕ ∈ C[0,1]  . 

trong ñoù ν = (ν1, ν2) laø phaùp vectô ñôn vò treân Γ1 höôùng ra ngoaøi ñoái vôùi mieàn Ω. M1, M2, 
g, G, H laø caùc haøm soá cho tröôùc thoûa maõn moät soá ñieàu kieän seõ chæ ra sau. Haøm ϕ xaùc 
ñònh treân Ω thoûa ñieàu kieän : 

(0.4)   ϕ lieân tuïc treân [ 0 , 1 ] vaø C1-töøng khuùc treân (0 , 1) , ϕ (x) > 0  ∀ x ∈ (0 , 1) . 

Tröôøng hôïp moät chieàu vôùi Ω = (0 , 1), baøi toaùn töông töï(0.1) – (0.3) ñaõ ñöôïc khaûo 
saùt bôûi Tucsnak [6], vaø N.T. Long, T.V. Laêng [5]. 

Trong [6], Tucsnak ñaõ xeùt baøi toaùn: 
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Baøi toaùn (0.5) moâ taû söï uoán  cuûa moät thanh ñaøn hoài phi tuyeán coù khoái löôïng rieâng 
γ0 ñöôïc nhuùng trong moät chaát loûng coù khoái löôïng rieâng γ1, trong ñoù λ > 0 laø  haèng soá, 
F(x) vaø G(x) laø caùc haøm soá cho tröôùc coù moät yù nghóa cô hoïc naøo ñoù, u laø goùc giöõa tieáp 
tuyeán cuûa thanh ôû traïng thaùi bò uoán taïi ñieåm coù hoaønh ñoä cong x vaø truïc thaúng ñöùng. 

Trong [5], caùc taùc giaû ñaõ xeùt baøi toaùn: 
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Ñeå giaûi baøi toaùn (0.6), caùc taùc giaû trong [5] söû duïng phöông phaùp phaàn töû höõu haïn 
caáp 1, moät chieàu. 

Baøi toaùn (0.1)-(0.3) maø chuùng 
toâi khaûo saùt ôû ñaây laø tröôøng hôïp hai 
chieàu vôùi mieàn Ω coù bieân ∂Ω goàm ba 
caïnh thaúng OA, AB, OC vaø moät phaàn 
bieân cong Γ0 = BC , trong ñoù O (0,0), 
A(1,0), B(1,ϕ(1)), C(0,ϕ(0)) (xem hình 
veõ).  

O 

Ω 

C 

B 

  Vì  vaäy ñeå söû duïng phöông 
phaùp phaàn töû höõu haïn vôùi caùc ña thöùc 
xaáp xæ caáp 1 caàn xaáp xæ bieân cong Γ0 

thaønh bieân coù “hình raêng cöa”  (ñöôøng 
gaáp khuùc). 

A 

Ngoaøi phaàn môû ñaàu, keát luaän, taøi lieäu th
chöông. 

Chöông 1 giôùi thieäu moät soá kyù hieäu vaø c
trong caùc chöông sau. 

Trong chöông 2 chuùng toâi chöùng minh sö
(0.1)-(0.3). Keát quaû thu ñöôïc ôû chöông naøy ñaõ toån
[5],[6]. 

Trong chöông 3 chuùng toâi söû duïng phöông
xæ lôøi giaûi chính xaùc  baøi toaùn (0.1)-(0.3) trong trö
vaø baäc nhaát töøng khuùc treân [0 , 1], töùc laø bieân ∂Ω 
naøy laø ñaùnh giaù sai soá giöõa lôøi giaûi xaáp xæ vaø lô
thuoäc vaøo tính “trôn” cuûa lôøi giaûi chính xaùc. Cuõn
cuï theå öùng vôùi tröôøng hôïp rieâng M1(x,y,z) = M2(x
quaùt hoùa caùc keát quaû trong [5]. 

Chöông 4 aùp duïng keát quaû cuûa chöông 3 
∂Ωn ñònh bôûi ba caïnh thaúng OA, AB, OC vaø ñöôøn
vaø baäc nhaát töøng khuùc treân [0 , 1], ϕn “xaáp xæ” ϕ 
caùc ñaùnh giaù sai soá giöõa lôøi giaûi phaàn töû höõu haïn
Ωn. Ngoaøi ra chuùng toâi cuõng ñaùnh giaù ñöôïc sai so
haïn treân Ωn vaø lôøi giaûi chính xaùc treân Ω. 
am khaûo, luaän vaên ñ

aùc keát quaû chung chu

ï toàn taïi duy nhaát lôøi
g quaùt hoùa töông ñoái

 phaùp phaàn töû höõu ha
ôøng hôïp Ω xaùc ñònh b
laø ña giaùc. Keát quaû th
øi giaûi chính xaùc theo

g trong phaàn naøy chu
,y,z) = z. Keát quaû tro

cho mieàn Ωn, trong ñ
g gaáp khuùc xaùc ñònh b
treân [0 , 1]. Keát quaû c
 vaø lôøi giaûi chính xaùc
á giöõa lôøi giaûi xaáp xæ 
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ôïc chia thaønh 5 

ån bò ñeå khaûo saùt 

iaûi cuûa baøi toaùn 
aùc keát quaû trong 

 tam giaùc ñeå xaáp 
ûi haøm ϕ lieân tuïc 
 ñöôïc trong phaàn 
moät caáp ñoä phuï 

g toâi cho keát quaû 
g phaàn naøy toång 

ù Ωn ⊂ Ω vaø bieân 
ûi haøm ϕn lieân tuïc 
ûa chöông naøy laø 

trong tröôøng hôïp 
aèng phaàn töû höõu 
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Chöông 5 cho moät ví duï vôùi M1, M2, G, H, g,  ϕ cuï theå. Trong chöông  naøy chuùng 
toâi ñaõ tính toaùn cuï theå cho ra caùc keát quaû soá. 
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CHÖ ÔNG 1 : 

KYÙ HIEÄU VAØ ÑÒNH NGHÓA 

 

1. CAÙC KYÙ HIEÄU VAØ ÑÒNH NGHÓA 

Cho    +→ϕ IR]1,0[:

( ) ( ){ }1x0,xy0:IRy,x 2 <<ϕ<<∈=Ω  

∂Ω   : bieân Ω  

( ) ( ){ }1x  0 , xy : IRy,x 2
0 ≤≤ϕ=∈=Γ  

01 \ ΓΩ∂=Γ  

Chuùng ta boû qua caùc ñònh nghóa cuûa caùc khoâng gian haøm thoâng duïng Cm (Ω ), Lp (Ω), 
Hm(Ω), W1,p(Ω). Caàn thieát ta coù theå tham khaûo trong [1], [2], [4]… 

Ta kyù hieäu 

p  : soá thöïc , p > 1 

p’  : lieân hôïp cuûa p, nghóa laø 1
'p

1
p
1

=+  

X
.   : chuaån treân khoâng gian ñònh chuaån X 

.   : chuaån treân L2(Ω)  

Ω,q,m
.  : nöûa chuaån treân Wm,p(Ω) 

X
.,.  : tích voâ höôùng treân khoâng gian Hilbert X 

.,.  : tích voâ höôùng treân L2(Ω) hoaëc caëp tích ñoái ngaãu cuûa moät phieám  

haøm tuyeán tính lieân tuïc vôùi moät phaàn töû cuûa moät khoâng gian haøm  

V ⊂ L2(Ω) 

mes(Ω) : ñoä ño Lebesgues cuûa taäp Ω 

mes(Γ)  : ñoä ño Lebesgues cuûa taäp Γ  

( ){ } 0v : W vV
0

p1, =Ω∈=
Γ

 

 

2. MOÄT SOÁ CAÙC BOÅ ÑEÀ QUAN TROÏNG 

Treân V ta ñònh nghóa nöûa chuaån 
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Boå ñeà 1.1: (Xem [1], [3], [4] ) 

(i) V laø khoâng gian Banach phaûn xaï, khaû ly (vôùi chuaån ( )Ωp,1W
 . ). 

(ii) Nöûa chuaån treân V (nhö ñònh nghóa trong (1.3)) laø moät chuaån treân V vaø töô ng 
ñöông vôùi chuaån ( )Ωp,1W

 . . 

 

Boå ñeà 1.2: (Ñònh lyù veát) (Xem [1], [4]) 

Cho Ω laø taäp môû bò chaën trong IRN, coù bieân Γ = ∂Ω “ñuû trôn”. Khi ñoù toàn taïi : 

  , ( ) (Γ→Ωγ pp,1
0 LW: )

γ0 tuyeán tính lieân tuïc sao cho  

( )Ω∈∀=γ
Γ

1
0 Cvvv   . 

γ0 ñöôïc goïi laø aùnh xaï veát. 

(Ñoâi khi ngöôøi ta vaãn vieát vΓ thay cho γ0 v maëc duø v ∈ W1,p(Ω)). 

 

Boå ñeà 1.3: (Boå ñeà Brouwer) (Xem [4] ) 

Cho Vm laø khoâng gian höõu haïn chieàu vôùi chuaån  
mV

 . töông öùng vôùi tích voâ höôùng 

mV
.,. vaø cho 

Pm  :  Vm → Vm lieân tuïc , thoûa : 

Toàn taïi  sao cho  0~ >ρ

( ) 0u , uP     ~u    , Vu
mm VmVm ≥⇒ρ=∈∀  . 

Khi ñoù coù u0 ∈ Vm , ρ≤ ~ u 
mV0  thoûa phöông trình 

 Pm (u0) = 0 . 

 

Boå ñeà 1.4: (Xem [4]) 

Cho Q laø taäp môû bò chaën trong IRN vaø Gm , G ∈ Lq (Q), 1 < q < ∞ sao cho  

( ) CG qLm ≤
Ω

 , C laø haèng soá khoâng phuï thuoäc m vaø Gm → G haàu heát x ∈ Q.  

Khi ñoù Gm → G yeáu trong Lq(Q). 
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CHÖ Ô NG 2 : 
SÖÏ TOÀN TAÏI VAØ DUY NHAÁT LÔØI GIAÛI 

 

1. CAÙC GIAÛ THIEÁT 

Vôùi p > 1 ñaët 
1p

p'p
−

=  

(H1)  ϕ  [ ]( ) ( ) [ ],1,0x,0x , 0,1C ∈∀>ϕ∈

ϕ  laø C1 töøng khuùc treân [0,1]. 

(H2)  G ∈ V’. 

(H3)  H ∈ Lp’(Γ1). 

(H4)  IRIR:M, 21 →×ΩM , 

IRIR :       g       →×Ω  

laø caùc haøm thoûa ñieàu kieän Caratheodory, nghóa laø: 

∀ z ∈ IR, caùc haøm Mi (. , .  , z), g (. , . , z) ño ñöôïc treân Ω,  vaø vôùi haàu heát (x, y)  ∈ Ω 
caùc haøm Mi (x, y, .) vaø g (x, y, .) lieân tuïc theo z, i=1,2. 

(H5)  M1, M2 ñôn ñieäu taêng theo bieán thöù 3, töùc laø: 

( ) ( )( )( )
2 ,1i

y,xe.a,z~z,IRz~,z,0z~zz~,y,xMz,y,xM ii

=
Ω∈≠∈∀>−− ( )

)

 

(H6)  Toàn taïi ba haèng soá döông vaø haøm  sao cho  2
'
11 C,C,C (Ω∈ 'Lh p

(i) ( )  IR,z       ,     C- zCz,y,xzM '
1

p
1i ∈∀≥   

( ) ; 1,2i  ,   yx, a.e =Ω∈  

(ii) ( ) ( )( )    IR,z,zy,xhCz,y,xM
1p

2i ∈∀+≤
−

 

( ) .1,2i   ,  yx, a.e =Ω∈  

(H7)  Toàn taïi haèng soá döông  p
0

1
3 C

CC <   thoûa: 

( ) ( ) ( ) ,  yx, a.e   , IRz,z1Cz,y,xg 1p
3 Ω∈∈∀+≤ −

 

trong ñoù 












≠∈= 0v,Vv,
v

v
supC

V

W
0

p,1
. 

(H8)  p > 2  thoûa: 
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trong ñoù ( ) ,dxxmes
1

0
∫ ϕ=Ω=Ω  

 ( ) ( ){ },1v,Wv:vsupC p,1W
p,1

C
=Ω∈=

Ω
 

( C toàn taïi do pheùp nhuùng  ⊂( )Ωp,1W → ( )ΩC  laø compact) 

    CÕ laø haèng soá trong ñònh lyù veát chöông I,  

( ) ( ) .1v,Cv:vsupC~ p,1W
1









=Ω∈=
Ω

Γ

 

(H9)  Vôùi moãi α ∈ (0, π/3) coù hai haèng soá döông  gα  vaø kα sao cho: 

(i) kα ≤ gα cotg α ; 

(ii) g(x,y,z) ≥ gα  , ∀ z ∈ [-α, α ], a.e. (x,y) ∈ Ω ; 

(iii) g(x,y,z1) –g(x,y,z2)  ≤ kα z1 – z2 , ∀ z1, z2 ∈ [-α, α], a.e. (x,y) ∈ Ω . 

 

Baøi toaùn (0.1)-(0.3) ñöôïc ñöa veà baøi toaùn bieán phaân nhö sau: 

Baøi toaùn (P): 

Tìm u ∈ V sao cho  

(2.1) 
( )

V.w               , Hwdsw,G                                            

w,usinu,y,xg
y
w,

y
u,y,xM

x
w,

x
u,y,xM

1

21

∈∀+=

++
∂
∂









∂
∂

+
∂
∂









∂
∂

∫
Γ

 

 

2. ÑÒNH LYÙ TOÀN TAÏI VAØ DUY NHAÁT LÔØI GIAÛI 

 

Ñònh lyù 2.1: 

Giaû söû M1 , M2 , g, G, H thoûa (H1)-(H7). Khi ñoù baøi toaùn (P) coù lôøi giaûi . Hôn nöõa, neáu 
theâm vaøo caùc giaû thieát  (H8) vaø (H9) thì lôøi giaûi cuûa  (P) laø duy nhaát . 

 

Chöùng minh: 
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 Ñònh lyù ñöôïc chöùng minh qua nhieàu böôùc: 

Böôùc 1:  Xaáp xæ Galerkin 

 Vì V taùch ñöôïc neân toàn taïi moät “cô sôû” ñeám ñöôïc { }
,...2,1jjw

=
theo nghóa: 

• wj  ∈ V, 

• ∀ m, { }m,1 w....,w  ñoäc laäp tuyeán tính, 

• Taäp caùc toå hôïp tuyeán tính höõu haïn caùc wj truø maät trong V . 

Ta tìm lôøi giaûi xaáp xæ  döôùi daïng: 

(2.2)    , ( ) ( )∑
=

=
m

1j
jmm y,xwcy,xu

j

trong ñoù caùc thoûa heä phöông trình phi tuyeán sau 
jmc

(2.3)   
( ) .m1,..,j     dsHww,G w,usinu,y,xg   

y
w

,
y

u
,y,xM

x
w

,
x

u
,y,xM
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jjjmm
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2
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1

=+=+
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∂

∫
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Tröôùc heát ta chöùng minh heä (2.3) coù lôøi giaûi. 

Ñaët Vm laø khoâng gian höõu haïn chieàu sinh bôûi wj , j = 1..m. 

Coi  Pm  :  Vm  →  Vm  xaùc ñònh bôûi 

(2.4)     , ( ) ( )∑
=

=
m

1j
jmmmm wuPuP

j

(2.5)   
( )

( ) ,m1,..,j  , dsHww,Gw,usinu,y,xg       

y
w

,
y

u
,y,xM

x
w

,
x

u
,y,xMuP

1

j

jjjmm

jm
2

jm
1mm

=−−+

∂

∂








∂

∂
+

∂

∂








∂

∂
=

∫
Γ

 

∑
=

=
m

1j
jmm wcu

j
 . 

Khi ñoù (2.3) töông ñöông vôùi: 

(2.6)    . ( ) 0uP mm =

Ta coù theå nghieäm laïi khoâng khoù khaên raèng: 

(2.7)   Pm  : Vm → Vm lieân tuïc. 

Ñeå aùp duïng boå ñeà Brouwer (boå ñeà 1.3, chöông 1) ta chæ caàn chöùng minh toàn taïi ~ρ  
sao cho  

0m >
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(2.8)   ( ) 0u,uP~u
mm VmmmmVm ≥⇒ρ=  . 

Chuù yù raèng treân Vm ta laáy tích voâ höôùng sau 

(2.9)   ∑
=

=
m

1j
mmVmm jjm

dcv,u  

vôùi  , . ∑
=

=
m

1j
jmm wcu

j ∑
=

=
m

1j
jmm wdv

j

Chuaån treân Vm sinh bôûi tích voâ höôùng < . , . >Vm ñöôïc kyù hieäu 
mV

. . 

Ta coù   

(2.10)  

( ) ( )

( )    dsHuu,Gu,usinu,y,xg                 

y
u

,
y

u
,y,xM

x
u

,
x

u
,y,xM          

cuPu,uP

1

jjm

mmmmm

mm
2

mm
1

m

1j
mmmVmmm

∫

∑

Γ

=

−−+

∂
∂
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∂
+

∂
∂









∂

∂
=

=

 

Töø giaû thieát (H6)(i), ta ñöôïc: 

(2.11) 

       

C2uC

y
u

,
y

u
,y,xM

x
u

,
x

u
,y,xM

'
1

p

Vm1

mm
2

mm
1

Ω−≥

∂
∂









∂

∂
+

∂
∂









∂

∂

 . 

Töø giaû thieát (H7) suy ra: 

(2.12)   ( ) p

Vm
p
03Vm

'p
1

03mmm uCCuCCu,usinu,y,xg +Ω≤  . 

Söû duïng ñònh lyù veát (boå ñeà 1.2 , chöông 1) ta thu ñöôïc: 

(2.13)   ∫
Γ1

dsHu m  ( ) ( )1
p

1
'p Lm0L

uH
ΓΓ

γ≤  

( ) VmL0 uHCC~
1

'p Γ
≤  . 

Töø (2.10)-(2.13) vaø do G ∈ V’ suy ra: 

(2.14) 
( ) ( )

( )( )
VmL0'V

'p
1

03

'
1

p

Vm
p
031Vmmm

uHCC~GCC

C2uCCCu,uP

1
'p

m

Γ
++Ω−

Ω−−≥
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( )( )1Vm1
p

Vm
p
031 uuCCC γ−β−−=  , 

trong ñoù β1 > 0,  γ1 > 0 ñöôïc xaùc ñònh bôûi  

(2.15)   ( )( )
( )p

031

L0'V
'p

1

03
1 CCC

HCC~GCC
1

'p

−
++Ω

=β Γ  , 

( )p
031

'
1

1 CCC
C2

−
Ω=γ  . 

Chuù yù raèng söû duïng baát ñaúng thöùc Holder ta coù: 

(2.16)   ( )
'p

1p

VmVm1 'p
1u

p
1u 








ε

β
+ε≤β  , 

trong ñoù ε > 0 ñöôïc choïn sao cho    

(2.17)   
2
1

p

p

=
ε

  hay  
p

1

2
p







=ε . 

Khi ñoù töø (2.14), (2.16), (2.17) suy ra: 

(2.18)   ( ) ( )













γ−







 β
−−≥ 1

'p
1p

Vm
p
031Vmmm p

2
'p

1u
2
1CCCu,uP

m
 

      ( ) ( )













γ−







 β
−−−= 1

'p
1p

Vm
p
031 2

p
2

1puCCC
2
1

. 

Chuù yù raèng moïi chuaån treân Vm  ñeàu töông ñöông, do ñoù toàn taïi hai haèng soá döông C1m vaø 
C2m  sao  cho: 

(2.19)   .Vv,vCvvC mVm2VVm1
mm

∈∀≤≤  

Choïn  thoûa 0~
m >ρ ρ=ρ

m1
m C

1~  vôùi 

(2.20)   ( )
p

1

1

'p
1 2

p
2

1p













γ+







 β
−=ρ . 

Khi ñoù neáu mVm
~u

m
ρ=  thì töø (2.18)-(2.20) ta suy ra 

( ) 0u,uP
mVmmm ≥ . 

Vaäy (2.8) thoûa, do ñoù aùp duïng boå ñeà Brouwer suy ra (2.6) coù lôøi giaûi um  thoûa  
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(2.21)   mVm
~u

m
ρ≤  . 

 

Böôùc 2:  Ñaùnh giaù tieân nghieäm 

Töø Pm (um) =0 , vôùi tính toaùn töông töï daãn ñeán (2.18), ta suy ra: 

(2.22)   ( ) 02
p

2
1pu 1

'p
1p

Vm ≤













γ−







 β
−− . 

Do ñoù 

(2.23)   ( )
p

1

1

'p
1

Vm 2
p

2
1pu














γ+







 β
−=ρ≤ . 

Töø giaû thieát (H6)(ii) vaø (2.23) suy ra: 

(2.24)   
( )

( )
( )















∂
∂

+≤







∂

∂ −

Ω
Ω Ω

1p
m

L2
L

m
1

pL

'p

'p x
u

hC
x

u
,y,xM . 

Do (2.23) vaø (2.24) ta ñöôïc  

(2.25)   
( )

C
x

u
,y,xM

'pL

m
1 ≤








∂

∂

Ω

 , 

C laø haèng soá ñoäc laäp vôùi m. 

Töông töï vôùi M2 ta cuõng coù: 

(2.26)   
( )

C
x

u
,y,xM

'pL

m
2 ≤








∂

∂

Ω

 . 

Ñaùnh giaù töông töï, töø giaû thieát (H7) vaø (2.23) ta suy ra 

(2.27)   ( )
( )

Cusinu,y,xg 'pLmm ≤
Ω

 , 

C laø haèng soá ñoäc laäp vôùi m. 

Chuù yù raèng pheùp nhuùng V ⊂→ Lp (Ω) laø compact, khi ñoù töø (2.23), (2.25), (2.26) suy ra 
toàn taïi moät daõy con cuûa {um } vaãn kyù hieäu laø {um } sao cho 

(2.28)   um     →  u trong W1,p (Ω) yeáu, 

(2.29)   um     →  u trong Lp (Ω) maïnh, 

(2.30)   um     →  u a.e (x,y) ∈ Ω, 

(2.31)   M1(x,y,∂um/ ∂x) → χ1 trong  Lp’ (Ω) yeáu, 
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(2.32)   M2(x,y,∂um/ ∂y) → χ2 trong  L p’ (Ω) yeáu. 

Maët khaùc töø giaû thieát (H4) suy ra: 

(2.33)   g(x,y,um) sin um  → g(x,y,u) sin u  a.e (x,y) ∈ Ω. 

Aùp duïng boå ñeà 1.4, chöông 1 vôùi  

 N = 2 ,  q = p’,  Q = Ω , 

 Gm = g(x,y,um) sin um  vaø  G = g(x,y,u) sin u, 

töø (2.27) vaø (2.33) suy ra  

(2.34)   g(x,y,um) sin um  → g(x,y,u) sin u  trong  L p’ (Ω) yeáu . 

 

Böôùc 3: Qua giôùi haïn 

Qua giôùi haïn trong phöông trình (2.3), söû duïng (2.31), (2.32) vaø (2.34) ta suy ra u thoûa 
phöông trình: 

(2.35)  
( )

.Vw,Hwdsw,G                                                     

w,usinu,y,xg
y
w,

x
w,

1

21

∈∀+=

+
∂
∂

χ+
∂
∂

χ

∫
Γ

 

Nhö vaäy ñeå chöùng minh u laø lôøi giaûi baøi toaùn (P) ta chæ caàn chöùng minh  

 







∂
∂

=χ
x
u,y,xM11   vaø 








∂
∂

=χ
y
u,y,xM 22 . 

Töø (2.3) ta coù  

(2.36)  
( )       dsHuu,G u,usinu,y,xg                 

y
u

,
y

u
,y,xM

x
u

,
x

u
,y,xM

1

mmmmm

mm
2

mm
1

∫
Γ

++−=

∂
∂









∂

∂
+

∂
∂









∂

∂

 

Söû duïng (2.28), (2.29), (2.34), (2.35) vaø qua giôùi haïn trong (2.36) ta coù 

(2.37)   

      .
y
u,

x
u,                 

y
u,

y
u,y,xM

x
u,

x
u,y,xM

21

mm
2

mm
1

m
lim

∂
∂

χ+
∂
∂

χ=













∂
∂









∂

∂
+

∂
∂









∂
∂

∞→
 

Töø (2.28), (2.31)-(2.33) vaø (2.37) suy ra 
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(2.38)   

( )

( )

( ) ( )  ,
y
u,,y,xM

x
u,,y,xM  

y
u,,y,xM

y
u,y,xM

x
u,,y,xM

x
u,y,xM

22221111

2
m

22
m

2

1
m

11
m

1
m
lim

φ−
∂
∂

φ−χ+φ−
∂
∂

φ−χ=






φ−

∂
∂

φ−







∂

∂
+





φ−

∂
∂

φ−







∂
∂

∞→

 

(Ω∈φφ∀ p
21 L, ) . 

Do giaû thieát (H5) ta suy ra: 

(2.39)  ( ) ( )  0
y
u,,y,xM

x
u,,y,xM 22221111 ≥φ−

∂
∂

φ−χ+φ−
∂
∂

φ−χ , 

( )Ω∈φφ∀ p
21 L, . 

Trong (2.39) choïn  

( )

.
y
u 

0,, Lw,w
x
u 

2

p
111

∂
∂

=φ

>λΩ∈λ−
∂
∂

=φ
 

Ta coù 

(2.40)    0w,w
x
u,y,xM 1111 ≥






 λ−

∂
∂

−χ  

Cho λ  → 0+ , söû duïng giaû thieát (H6)(ii) vaø do ñònh lyù hoäi tuï bò chaën Lebesgue ta suy 
ra 

(2.41)   (Ω∈∀≥







∂
∂

−χ p
1111 Lw ,0w,

x
u,y,xM )  . 

Do ñoù  

(2.42)    . 
x
u,y,xM11 








∂
∂

=χ  

Lyù luaän töông töï, töø (2.39) ta cuõng coù 

(2.43)    . 
y
u,y,xM 22 








∂
∂

=χ  

Vaäy söï toàn taïi  lôøi giaûi u cuûa baøi toaùn (P) ñöôïc chöùng minh. 
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Böôùc 4 : Söï duy  nhaát lôøi giaûi 

Tröôùc heát ta chuù yù raèng lôøi giaûi cuûa baøi toaùn (P) toàn taïi vaø bò chaën trong V 

(2.44)   ρ≤
V

u , 

trong ñoù ρ ñöôïc xaùc ñònh töø (2.23). Töø giaû thieát (H8) vaø (2.15) ta coù: 

(2.45)   ( ) 3
CCu 0C

π
≤ρ≤

Ω
. 

Goïi u1, u2 laø hai nghieäm cuûa (P) thoûa 

(2.46)   ( ) .2,1i,
3

CCu 0Ci =
π

≤ρ≤
Ω

 

Khi ñoù u1 – u2 thoûa 

(2.47)   

( ) ( ) V.w,0w,usinu,y,xgusinu,y,xg

y
w,

x
u

,y,xM
y
u

,y,xM

x
w,

x
u

,y,xM
x
u

,y,xM   

2211

2
2

1
2

2
1

1
1

∈∀=−+

∂
∂









∂

∂
−








∂
∂

+

∂
∂









∂

∂
−








∂
∂

 

Choïn w = u1 – u2 trong (2.46) ta coù 

(2.48)   

( )

( )

( )( )
( ) ( )( ) 0uu,usinu,y,xgu,y,xg

uu,usinusinu,y,xg

uu
y

,
x

u
,y,xM

y
u

,y,xM

uu
x

,
x

u
,y,xM

x
u

,y,xM   

21221

21211

21
2

2
1

2

21
2

1
1

1

=−−+

−−+

−
∂
∂









∂

∂
−








∂
∂

+

−
∂
∂









∂

∂
−








∂
∂

 

Chuù yù raèng töø caùc giaû thieát (H9) vaø töø (2.46) ta coù  

(2.49)   

( )( )
( ) ( )( )

( ) ,0uusinkcosg

uu,usinu,y,xgu,y,xg

uu,usinusinu,y,xg

2
21

21221

21211

≥−α−α≥

−−+

−−

αα

 

trong ñoù α = CC0 ρ. 

Töø (2.48) vaø (2.49), do tính ñôn ñieäu taêng ngaët cuûa M1 vaø M2 ta suy ra u1 – u2  =  0. Vaäy 
u1 = u2. 

Ñònh lyù ñöôïc chöùng minh. g 
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3. TRÖÔØNG HÔÏP RIEÂNG 

Trong tröôøng hôïp rieâng vôùi  

(2.50)   M1 (x,y,z) = M2 (x,y,z) = z , 

baøi toaùn (0.1)-(0.3) trôû thaønh 

(2.51)    ( ) ( ) ,y,x,Gusinu,y,xgu Ω∈=+∆−

(2.52)   0u
0

=
Γ

, .Hu

1

=
ν∂

∂

Γ

 

Baøi toaùn bieán phaân töông öùng vôùi (2.50)-(2.51) laø: 

Baøi toaùn (P’): 

Tìm u ∈ V  ( )








=Ω∈=
Γ

0v:Hv
0

1  sao cho 

(2.53)   ( ) ( ) ∈∀+=+ ∫
Γ

w,Hwdsw,Gw,usinu,y,xgw,ua
1

 V , 

trong ñoù a ( . , . )  laø daïng song tuyeán tính xaùc ñònh bôûi 

(2.54)   ( ) ∫∫
Ω









∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

= dxdy
y
w

y
u

x
w

x
uw,ua  . 

Ta cuõng chuù yù raèng V  laø khoâng gian Hilbert ñoái vôùi tích voâ höôùng a ( . , . ) vaø chuaån sinh 
bôûi tích voâ höôùng laø 

(2.55)   
1

v   = ( )v,va  . 

Maët khaùc, trong V  hai chuaån 
1

.   vaø ( )Ω1H
.  laø töông töông do ñoù 

(2.56) ∃ C0 > 0  : 
1

v    ≤  ( )Ω1H
v  ≤ C0 1

v  ,  ∀ v ∈ V . 

 

Ta thaønh laäp caùc  giaû thieát sau: 

(H1')  , [ ]( ) ( ) [ ]1,0x,0x , 0,1C ∈∀>ϕ∈ϕ

ϕ  C2 töøng khuùc treân [0,1]. 

(H2') G ∈ V ’ ( V ’ laø ñoái ngaãu cuûa V ). 

(H3') H ∈ L2 (Γ1 ). 

(H4')  IRIR :       g       →×Ω

laø haøm thoûa ñieàu kieän Caratheodory. 
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(H5')  Toàn taïi haèng soá döông  2
0

3 C
1C <   thoûa: 

( ) ( ) ( ) ,y,xe.a,IRz,z1Cz,y,xg 3 Ω∈∈∀+≤  

trong ñoù 






∈= v,
v
v

supC
1

H
0

1
 V ,   . 





≠ 0v

(H6')  Vôùi moããi α ∈ (0, π/3) coù hai haèng soá döông  gα vaø kα sao cho: 

(iv) kα  ≤ gα cotg α , 

(v) g(x,y,z) ≥ gα  ,  ∀ z ∈ [-α , α ], a.e. (x,y) ∈ Ω , 

(vi) g(x,y,z1) –g(x,y,z2)  ≤ kα z1 – z2  , ∀ z1, z2 ∈ [-α, α ], a.e. (x,y) ∈ Ω . 

 

Ñònh lyù 2.2: 

Giaû söû  caùc giaû thieát  (H1’)-(H5’) laø ñuùng. Khi ñoù baøi toaùn (P’) coù lôøi giaûi . Hôn nöõa, neáu 
thay theá giaû thieát (H2’) bôûi giaû thieát  

(H2’’)  G ∈ L2 (Ω) 

thì baøi toaùn (P’) coù lôøi giaûi u ∈ H2(Ω) ∩ V . 

Hôn nöõa, neáu boå sung theâm giaû thieát (H6’) vaø thay giaû thieát (H2’) bôûi giaû thieát (H2’’) sao 
cho 

(H7’) ( ) ( )1
2L

2
1

1

0

HGdxx
Γ

++







ϕ∫   ñuû nhoû 

 thì baøi toaùn (P’) coù duy nhaát moät  lôøi giaûi  trong H2(Ω) ∩ V . 

 

Chöùng minh: 

Töông töï ñònh lyù 2.1, ñònh lyù 2.2 ñöôïc chöùng minh qua nhieàu böôùc. 

 

Böôùc 1:  Xaáp xæ Galerkin 

 Giaû söû { }
,...2,1j

w
=j “cô sôû” ñeám ñöôïc  cuûa V . Ta tìm lôøi giaûi xaáp xæ  döôùi daïng: 

(2.57)   , ( ) ( )∑
=

=
m

1j
jmm y,xwcy,xu

j

trong ñoù caùc thoûa heä phöông trình phi tuyeán sau 
jmc
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(2.58) 
( ) ( )

.m1,..,j                          

dsHww,G w,usinu,y,xg w,ua
1

jjjmmjm

=

+=+ ∫
Γ  

Tröôùc heát ta chöùng minh heä (2.58) coù lôøi giaûi bò chaën. 

Ñaët V m laø khoâng gian höõu haïn chieàu sinh bôûi wj , j = 1..m. 

Coi  Pm  : V m → V m  

(2.59) m   ( ) ( )∑
=

=
m

1j
jmmm wuPuP

j

(2.60) 
( ) ( ) ( )

,m1,..,j                                                                                 

dsHww,Gw,usinu,y,xgw,uauP
1

j jjjmmjmmm

=

−−+= ∫
Γ

 
 

( ) 0=  . 

ân tuïc. 

( ) ( )∑
=

=
m

1j
jmm y,xwcy,xu

j
 . 

Khi ñoù (2.58) töông ñöông vôùi: 

(2.61) m  uPm

Ta coù theå nghieäm laïi khoâng khoù khaên raèng: 

(2.62)   Pm  : V m → V m lie

Ñeå aùp duïng boå ñeà Brouwer (boå ñeà 1.3, chöông 1) ta chæ caàn chöùng minh toàn taïi ~ρ  
sao cho  

0m >

(2.63)   ( ) 0
m

≥  , u,uP~u
m mmmmm ⇒ρ=

ν ν

trong ñoù 
m

.
ν

 laø chuaån sinh bôûi tích voâ höôùng sau: 

(2.64)   ∑
=

ν
=

m

1j
mm m

cv,u m jj
d , m

vôùi , . ∑
=

=
m

1j
jmm wcu

j ∑
=

=
m

1j
jmm wdv

j

Ta coù   

(2.65)  
( ) ( )

( ) ( ) .   
 

dsHuu,Gu,usinu,y,xg u,ua  

cuPu,uP

1

jjm

mmmmmmm

m

1j
mmmmmm

∫

∑

Γ

=
ν

−−+=

=

Töø giaû thieát (H5’) suy ra: 
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(2.66)  ( ) 2
m

2
031m

2
1

03mmm 1
uCCuCCu,usinu,y,xg +Ω≤  

Söû duïng ñònh lyù veát (boå ñeà 1.2 , chöông 1) ta thu ñöôïc: 

(2.67)   ∫
Γ1

dsHu m  ( ) ( )1
2

1
2 Lm0L

uH
ΓΓ

γ≤  

( ) ( )ΓΓ
γ≤ 2

1
2 Lm0L

uH  

( ) ( )ΩΓ
≤ 1

1
2 HmL

uHC~  

( ) 1mL0 uHCC~
1

2 Γ
≤  

Töø  (2.66)-(2.67) vaø do G ∈ V ’ suy ra: 

(2.68) 
( ) ( )

( )( )
1mL0'

2
1

03

2
m

2
03Vmmm

uHCC~GCC

uCC1u,uP

1
2

1m

Γν
++Ω−

−≥
 

     

( )

( )( ) .uHCC~GCC

uCC1

1mL0'
2

1

03

1m
2
03

1
2 




++Ω−





−=

Γν

 

Do moïi chuaån treân V m ñeàu töông ñöông, suy ra coù hai haèng soá döông C1m vaø C2m  sao  
cho: 

(2.69) C1m v V m ≤ 
1

v  ≤ C2m v V m  ,  ∀ v ∈ V m . 

Choïn  thoûa 0~
m >ρ ρ=ρ

m1
m C

1~  vôùi 

(2.70)   
( )

( )2
03

L0'
2

1

03

CC1

HCC~GCC
1

2

−

++Ω
=ρ Γν

 

Khi ñoù neáu mm
~u

m
ρ=

ν
 thì töø (2.68) ta suy ra 

( ) mmm u,uP  V m ≥ 0 . 

Vaäy (2.63) thoûa, do ñoù aùp duïng boå ñeà Brouwer suy ra (2.58) coù lôøi giaûi um  thoûa  

(2.71)   mm
~u

m
ρ≤

ν
 . 

 

Böôùc 2:  Ñaùnh giaù tieân nghieäm vaø qua giôùi haïn 
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Töø (2.61) vaø (2.68) ta suy ra: 

(2.72)   ρ≤
1mu  ,  

vôùi ρ > 0 cho bôûi (2.70). 

Töø (2.72) vaø giaû thieát (H5’) ta suy ra 

(2.73)  ( ) Cusinu,y,xg mm ≤  , 

C laø haèng soá ñoäc laäp vôùi m.. 

Chuù yù raèng pheùp nhuùng V  ⊂→ L2 (Ω) laø compact, khi ñoù töø (2.72) vaø (2.73) suy ra toàn taïi 
moät daõy con cuûa {um } vaãn kyù hieäu laø {um } sao cho: 

(2.74)   um   →  u trong H1 (Ω) yeáu, 

(2.75)   um   →  u trong L2 (Ω) maïnh, 

(2.76)   um   →  u a.e (x,y) ∈ Ω. 

 

Töø giaû thieát (H4’) suy ra: 

(2.77)   g(x,y,um) sin um  → g(x,y,u) sin u  a.e (x,y) ∈ Ω . 

Aùp duïng boå ñeà 1.4, chöông 1 vôùi  

 N = 2 ,  q = 2,  Q = Ω , 

 Gm = g(x,y,um) sin um  vaø  G = g(x,y,u) sin u, 

töø (2.73) vaø (2.77) suy ra  

(2.78)   g(x,y,um) sin um  → g(x,y,u) sin u  trong  L 2 (Ω) yeáu . 

Do (2.74) vaø (2.78), qua giôùi haïn trong (2.58) ta suy ra raèng u laø lôøi giaûi cuûa baøi toaùn 
(P’). 

Söï toàn taïi lôøi giaûi ñöôïc chöùng minh. 

 

Baây giôø ta thay giaû thieát (H2’) bôûi giaû thieát (H2’’). 

Chuù yù raèng lôøi giaûi u ∈ V  cuûa (P’) thoûa maõn phöông trình sau ñaây: 

(2.79)  . ( ) (Ω−=∆ 'DtrongGusinu,y,xgu )
Töø caùc giaû thieát (H2’’) ,(H5’) vaø (2.79) ta suy ra  

(2.80)   ∆u ∈ L2(Ω). 

Do ñoù 

(2.81)   u ∈ H2(Ω)∩V . 

Giaû söû (H2’’) thoûa ñuùng thay cho (H2’) vaø theâm vaøo caùc giaû thieát (H6’) vaø (H7’). Khi 
ñoù, cuõng töø (H2’’) (H5’) vaø (2.79) ta suy ra 
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(2.82)   ( ) GuCu 2
1

3 ++Ω≤∆  

Ta chuù yù raèng: 

(2.83) Trong H2(Ω) hai chuaån ( )Ω2H
v vaø 

22

1
vv ∆+ laø töông ñöông. 

(2.84)  Pheùp nhuùng H2(Ω) ⊂→ ( )ΩC  lieân tuïc (n = 2). 

Do ñoù töø (2.83) vaø (2.84) ta suy ra: 

(2.85)   ( ) ( ) ( )Ω∈∀∆+≤>∃
Ω

2
10C0 Hv,vvC~v:0C~ . 

Maët khaùc, vôùi giaû thieát (H2’’) thay cho (H2’) ta coù theå ñaùnh giaù lôøi giaûi u trong V  töông 
töï nhö trong (2.72) nhö sau: 

(2.86)   ρ≤ ~u
1m  , 

vôùi  

(2.87)   ( )( )
1

2L
2

1

32
03

0 HC~GC
CC1

C~
Γ

++Ω
−

=ρ  . 

Töø (2.82), (2.85)-(2.87) ta suy ra 

(2.88)   ( ) α≤
ΩC

u  

(2.89)   ( )( ) ( ) ( )( )
1

2L030
2

1

302
03

0 HCC1C~CGCC1
CC1

C~

Γ
+++Ω+

−
=α . 

Chuù yù raèng vôùi giaû thieát (H7’) ta coù ( )∫ϕ=Ω
1

0

dxx  , G  , ( 1
2L

H
Γ )   ñuû nhoû sao cho 

(2.90)   α ≤ π/3 . 

Ta seõ chöùng minh raèng baøi toaùn (P’) coù lôøi giaûi duy nhaát trong H2(Ω)∩V .  

Thaät vaäy, giaû söû  u, v ∈ H2(Ω)∩V   laø hai lôøi giaûi cuûa (P’) thoûa  

(2.91)   ( ) 3
u

C

π
≤α≤

Ω
  ,  

( ) 3
v

C

π
≤α≤

Ω
 . 

Khi ñoù u – v  thoûa 

(2.92) ( ) ( ) ( ) 0 vu,vsinv,y,xgusinu,y,xg vu,vua =−−+−−  

hay 
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(2.93)   
( ) ( )( )

( )( ) 0      vu,vsinusinv,y,xg            

vu,usinv,y,xgu,y,xg vu 2

1

=−−+

−−+−
 

Söû duïng giaû thieát (H6’) ta ñaùnh giaù hai soá haïng thöù hai vaø thöù ba cuûa veá traùi (2.93) nhö 
sau: 

(2.94)  ( ) ( )( ) ( )( ) vu,vsinusinv,y,xgvu,usinv,y,xgu,y,xg −−+−−  

( ) 0vusinkcosg 2 ≥−α−α≥ αα  

Toå hôïp (2.93) vaø (2.94) ta thu ñöôïc 0 vu 2

1
≤−  hay u = v. 

Ñònh lyù ñöôïc chöùng minh. g 
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CHÖ Ô NG 3 : 

XAÁP XÆ BAÈNG PHÖÔNG PHAÙP PHAÀN TÖÛ  
HÖÕU HAÏN VÔÙI Ω COÙ BIEÂN ÑA GIAÙC 

 
 
I. TRÖÔØNG HÔÏP TOÅNG QUAÙT 

Trong phaàn naøy ta xeùt tröôøng hôïp: 

(3.1) ϕ laø haøm baäc nhaát töøng khuùc treân [ 0,1]. 

Cho h > 0 , goïi τh laø taäp caùc tam giaùc Ω∈K  sao cho 

(3.2) U
hK
K

τ
=Ω

∈
 , 

21h212

0

1

0
KK,K,K,KK ≠τ∈∀φ=I  

diam K = hK ≤ h ,  ∀ K ∈ τh . 

Goïi IPk laø taäp caùc ña thöùc hai bieán coù baäc ≤ k. Ñaët  

(3.3) ( )






 τ∈∀∈=Ω∈=

Γ hkKhhhh K,IPu,0u:CuV
0

 . 

Khi ñoù Vh laø khoâng gian höõu haïn chieàu cuûa V, ñaët mh = dim Vh , Vh sinh bôûi mh haøm cô 
sôû {wj}, j = 1,2,…mh thoûa 

(3.4)  ( ) ,ml,j1
,jl,0
,jl,1

y,xw hljllj ≤≤




≠
=

=δ=

trong ñoù ( )  , 0
hK

Kll
~\y,x Γ











τ
Σ∈

∈
U

  (taäp caùc ñieåm nuùt (x










τ
ΣΓ=Γ

∈
UI

hK
K00

~
l , yl) treân Γ0), (K, IPk, ∑K) laø phaàn töû 

höõu haïn tam giaùc loaïi k öùng vôùi K ∈ τh ( xem [2 ] P.G.Ciarlet). 

Ta xaùc ñònh toaùn töû tuyeán tính rh : Vh → Vh ( pheùp chieáu treân Vh) bôûi haïn cheá cuûa noù 
treân taäp truø maät ( )I ΩDV    cuûa V nhö sau 

(3.5) ( )( ) ( ) ( ) ( )∑
=

Ω∈=
hm

1j
jjjh ,y,x,y,xwy,xuy,xur  

( )I Ω∈ DVu  
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(xem [2] P.G.Ciarlet) . 

Aùp duïng ñònh lyù 3.1.5 trong [2] vôùi p = q, πK = rh K , sau ñoù laáy toång theo K ∈ τh ta 
ñöôïc: 

 

Boå ñeà 3.1: 

Cho m, k laø soá töï nhieân thoûa 0 ≤  m ≤  k+1. τh laø hoï tam giaùc phaân chính qui. Khi ñoù coù 
haèng soá C chæ phuï thuoäc  m, p, k, Ω  sao cho 

(3.6) ( ) .VWv,vChvrv p,1k
p,1k

m1k
p,mh IΩ∈∀≤− +

+
−+  

 

Xeùt baøi toaùn xaáp xæ sau ñaây: 

Baøi toaùn (Ph) : 

Tìm uh thuoäc Vh sao cho 

(3.7) 
( ) hhhhhhh

hh
2

hh
1

Vw      ,dsHww,G w,usinu,y,xg       

y
w

,
y

u
,y,xM

x
w

,
x

u
,y,xM

1

∈∀+=+

∂
∂









∂
∂

+
∂
∂









∂
∂

∫
Γ

 

Khi ñoù ta coù 

 

Ñònh lyù 3.1: 

Giaû söû ϕ thoûa (3.1) vaø M1, M2, g, G, H thoûa caùc giaû thieát (H2)-(H9). Khi ñoù 

(i) Baøi toaùn (Ph) toàn taïi duy nhaát lôøi giaûi uh ∈ Vh. 

(ii) Lôøi giaûi uh hoäi tuï ñeàu veà lôøi giaûi duy nhaát u cuûa baøi toaùn (P). 

 

Chöùng minh: 

Töông töï nhö chöùng minh ñònh lyù 2.1, chöông 2. 

Söï toàn taïi lôøi giaûi cuûa uh cuûa (Ph) trong khoâng gian höõu haïn chieàu Vh ñöôïc chöùng minh 
nhôø boå ñeà Brouwer (boå ñeà 1.2, chöông 1). Ñaùnh giaù tieân nghieäm töông töï böôùc 2 trong 
chöùng minh ñònh lyù 2.1, chöông 2 ta cuõng coù: 

(3.8) ρ≤
Vhu  

vôùi ρ laø haèng soá xaùc ñònh nhö (2.23), 

(3.9) 
( )

C
x

u
,y,xM

'pL

m
1 ≤








∂
∂

Ω

, 
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(3.10) 
( )

C
x

u
,y,xM

'pL

m
2 ≤








∂
∂

Ω

, 

(3.11) ( )
( )

Cusinu,y,xg 'pLmm ≤
Ω

, 

trong ñoù C laø haèng soá ñoäc laäp vôùi h.  

Ta cuõng chuù yù raèng vôùi p > 2, pheùp nhuùng V⊂→ ( )ΩC  compact neân caùc ñaùnh giaù (3.8)-
(3.11) daãn deán toàn taïi moät daõy con cuûa {uh} vaãn kyù hieäu laø {uh} sao cho 

(3.12) uh     →  u* trong V yeáu , 

(3.13) uh     →  u* trong ( )ΩC  maïnh , 

(3.14) M1(x,y,∂uh/ ∂x) → χ1* trong  Lp’ (Ω) yeáu , 

(3.15) M2(x,y,∂uh/ ∂y) → χ2* trong  L p’ (Ω) yeáu , 

(3.16) g(x,y,uh) sin uh  → g(x,y,u*) sin u*  trong  L p’ (Ω) yeáu . 

 

Duøng kyõ thuaät toaùn töû ñôn ñieäu töông töïtrong chöùng minh cuûa ñònh lyù 2.1 chöông 2 ta thu 
ñöôïc: 

(3.17) 







∂
∂

=χ
x
u,y,xM

*

1
*
1   vaø 








∂
∂

=χ
y

u,y,xM
*

2
*
2  . 

Do ñoù qua giôùi haïn trong (3.7) ta coù theå chöùng minh u* laø lôøi giaûi cuûa baøi toaùn (P).  

Maët khaùc do tính duy nhaát lôøi giaûi cuûa baøi toaùn (P) ta coù u* = u, hôn nöõa, toaøn boä daõy 
{uh} hoäi tuï veà u vaø thoûa (3.12)-(3.16) thay vì daõy con cuûa noù. 

Ñònh lyù ñöôïc chöùng minh. g 

 

Ñeå ñaùnh giaù sai soá giöõa uh vaø u ta caàn ñaët theâm moät soá giaû thieát sau: 

(H10) Toàn taïi p > 2, C4 > 0 sao cho: 

( ) ( )( )( ) ( )
2 ,1i

,y,xe.a,IRz~,z,z~zCz~zz~,y,xMz,y,xM p
4ii

=

Ω∈∈∀−≥−−
 

(H11) ∀ β > 0, ∃ mβ > 0:  

( ) ( ) [ ] ( )
2 ,1i

y,xe.a,,z~,z,z~zmz~,y,xMz,y,xM ii

=

Ω∈ββ−∈∀−≤− β  

Khi ñoù ta coù ñònh lyù  

Ñònh lyù 3.2: 

- Giaû söû ϕ thoûa (3.1) vaø M1, M2, g, G, H thoûa caùc giaû thieát (H2), (H3), (H6)-(H11). 
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- Giaû söû hoï tam giaùc phaân {τh} laø chính qui. 

Neáu lôøi giaûi u ∈ V∩Wk+1,p thì ta coù ñaùnh giaù sai soá:  

(3.18)   
p,1k

1p
k

Vh uhCuu
+

−≤− , 

C laø haèng soá chæ phuï thuoäc ϕ, σ, M1, M2, g, H, p. 

 

Chöùng minh: 

Ñaët  

  eh = uh –u 

  Eh = u –rhu 

(3.19)  dh = uh –rhu = eh + Eh 

wh = rhu 

( )
( )z,y,xgg sup

0CCz,y,x
max

ρ≤Ω∈

=  

Töø giaû thieát (H10) ta coù: 

 

(3.20)   

y
d

,
y

w
,y,xM

y
u

,y,xM

x
d

,
x

w
,y,xM

x
u

,y,xMdC

hh
2

h
2

hh
1

h
1

p

p,1h4

∂
∂









∂
∂

−







∂
∂

+

∂
∂









∂
∂

−







∂
∂

≤

 

   

y
d

,
y
u,y,xM

y
u

,y,xM

x
d

,
x
u,y,xM

x
u

,y,xM

h
2

h
2

h
1

h
1

∂
∂









∂
∂

−







∂
∂

+

∂
∂









∂
∂

−







∂
∂

=

 

y
d

,
y

w
,y,xM

y
u,y,xM

x
d

,
x

w
,y,xM

x
u,y,xM

hh
22

hh
11

∂
∂









∂
∂

−







∂
∂

+

∂
∂









∂
∂

−







∂
∂

+

 

Chuù yù raèng töø (2.1) vaø (3.7) hai soá haïng ñaàu tieân cuûa veá phaûi (3.20) ñöôïc vieát laïi: 
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(3.21)   

( ) ( ) hhh

h
2

h
2

h
1

h
1

d,usinu,y,xgusinu,y,xg

y
d

,
y
u,y,xM

y
u

,y,xM

x
d

,
x
u,y,xM

x
u

,y,xM

−−=

∂
∂









∂
∂

−







∂
∂

+

∂
∂









∂
∂

−







∂
∂

 

( ) ( )( ) hhh e,usinu,y,xgu,y,xg −−=  

( ) ( )( ) hhh E,usinu,y,xgu,y,xg −−  

( )( ) hh e,usinusinu,y,xg −−  

( )( ) hh E,usinusinu,y,xg −−  

∑
=

−=
4

1i
iJ  

Ñaùnh giaù J1: 

Töø ñieàu kieän (H7)(iii) ta coù 

(3.22)   
( ) ( )( )

2
h

hhh1

esink

e,usinu,y,xgu,y,xgJ

α≤

−=

α

 

trong ñoù α = C C0 ρ  

Ñaùnh giaù J3: 

(3.23)   ( )( ) 2
hhhh3 ecosge,usinusinusinu,y,xgJ α≥−= α  

Vaäy töø (3.22), (3.23) , keát hôïp vôùi giaû thieát (H7)(i) ta coù: 

(3.24)   ( ) 0ecosgsinkJJ 2
h31 ≤α−α≤−− αα  

Ñaùnh giaù J2: 

Söû duïng ñieàu kieän (H7)(iii) ta ñöôïc: 

(3.25)   ( ) ( )( ) hhh2 E,usinu,y,xgu,y,xgJ −=  

( )∫∫
Ω

α α≤ dxdyEesink hh  

( ) ( ) ( )ΩΩα α≤ 'pp LhLh Eesink  

Ñaùnh giaù J4: 

Töông töï vôùi J3 ta coù 
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(3.26)    ( )( ) hh2 E,usinusinu,y,xgJ −=  

      ∫∫
Ω

≤ dxdyEeg hhmax  

      ( ) ( )ΩΩ
≤ 'pp LhLhmax Eeg  

Vaäy töø (3.24)-(3.26) ta thu ñöôïc: 

(3.27)   ( ) ( ) ( )ΩΩα
=

+α≤−−≤− ∑ 'pp LhLhmax42

4

1i
i EegsinkJJJ  

Ñaùnh giaù soá haïng thöù 3 vaø thöù 4 cuûa veá phaûi (3.20):  

Söû duïng baát ñaúng thöùc Holder suy ra 

(3.28)   

y
d

,
y

w
,y,xM

y
u,y,xM

x
d

,
x

w
,y,xM

x
u,y,xM

hh
22

hh
11

∂
∂









∂
∂

−







∂
∂

+

∂
∂









∂
∂

−







∂
∂

 

( )

( )
p,1h

L

h
22

L

h
11

d
y

w
,y,xM

y
u,y,xM

x
w

,y,xM
x
u,y,xM

'p

'p















∂
∂

−







∂
∂

+






+








∂
∂

−







∂
∂

≤

Ω

Ω
 

Chuù yù raèng vôùi p > 2 ta coù 

(3.29)     ⊂(Ωp,2W ) )→   ⊂(Ωp,1W → ( )ΩC  

vôùi caùc pheùp nhuùng lieân tuïc (thaäm chí compact). 

Töø giaû thieát u ∈ Wk+1,p (Ω)∩V vaø do boå ñeà (3.1) ta suy ra raèng toàn taïi β > 0 sao cho: 

(3.30)   
( )

β≤
∂
∂

ΩCx
u

 , 
( )

β≤
∂
∂

ΩCy
u

 , 

( )
β≤

∂
∂

ΩC

h

x
w

 , 
( )

β≤
∂
∂

ΩC

h

y
w

 , 

Töø (H11) vaø (3.30) suy ra: 

(3.31)   
( )

'p,1h
L

h
11 Em

x
w

,y,xM
x
u,y,xM

'p
β

Ω

≤







∂
∂

−







∂
∂

 , 
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(3.32)   
( )

'p,1h

L

h
22 Em

y
w

,y,xM
y
u,y,xM

'p
β

Ω

≤







∂
∂

−







∂
∂

 . 

Toå hôïp (3.20), (3.21), (3.27), (3.28), (3.31), (3.32) ta ñöôïc: 

(3.33) ( ) ( ) ( ) p,1h'p,1hLhLhmax
p

p,1h4 dEm2EegsinkdC 'pp βΩΩα ++α≤ . 

Ta chuù yù raèng trong khoâng gian Banach 

(3.34)   ( ){ }0v:WvV
0

'p,1
1 =Ω∈=

Γ
 

hai chuaån ( )Ω'p,1W
.  vaø 

'p,1
.  töông ñöông, töùc laø 

(3.35)   ( ) 'p,1
'

W'p,1
vCvv

0'p,1 ≤≤
Ω

 , ∀ v ∈ V1 . 

Do ñoù 

(3.36)   ( ) ( ) 'p,1h
'

WhLh ECEE
0'p,1'p ≤≤

ΩΩ
 . 

Töông töï 

(3.37)   ( ) ( ) p,1h0WhLh eCee p,1p ≤≤
ΩΩ

 . 

Vaäy töø (3.33), (3.36), (3.37) suy ra 

(3.38) ( )
p,1h'p,1h'p,1hp,1h

'
0max

p

p,1h4 dEm2EeCCgsinkdC
0 βα ++α≤  

Söû duïng baát ñaúng thöùc Holder  

(3.39)   0b,a,0,b
'p

1a
p
1ab 1

'p'p
1

pp
1 ≥∀>ε∀ε+ε≤ −  . 

Töø (3.38) suy ra  

(3.40)   

( )

( ) .d
p
1Em2

'p
1

EeCCgsinkdC

p

p,1h
p
1

'p

'p,1h
'p

1

'p,1hp,1h
'

0max
p

p,1h4 0

ε+ε+

+α≤

β
−

α

 

trong ñoù ε1 ñöôïc choïn nhö sau  

(3.41)   
2

C
p
1 4p

1 =ε  . 

Töø (3.41) ta vieát laïi (3.40)  

(3.42)  ( ) ( ) 'p

'p,1h
'p

1'p,1hp,1h
'

0max
p

p,1h4 Em2
'p

2EeCCgsink2dC
0 β

−
α ε++α≤ . 

Maët khaùc,  
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p,1hp,1hp,1h Ede +≤  

(3.43)   ( )p
h

p

p,1h
1pp

h p,1p,1
Ed2e +≤ −  

(3.44)   ( ) 'p

h5
'pp

p,1h
p

hh5 p,122'p,1p,1
EC

'p
1e

p
1EeC −ε+ε≤  

trong ñoù    ( ) '
0max5 0
CCgsink2C +α= α

vaø ε2 > 0 ñöôïc choïn sao cho 
2

C
p
12 4p

2
1p =ε−  . 

Töø (3.42)-(3.44) suy ra raèng: 

(3.45) ( )p
h4

p
h4

1pp

p,1h4 p,1p,1
ECdC2eC +≤ −  

( ) 







+ε+≤ β

−− p
h4

'p

h
'p

1hh5
1p

p,1'p,1p,1p,1
ECEm2

'p
2EeC2  

( )
( ) 




+ε+





ε+ε≤

β
−

−−

p
h4

'p

h
'p

1

'p

'h5
'p

2
p

h
p
2

1p

p,1'p,1

p,1p,1

ECEm2
'p

2

EC
'p

1e
p
12

 

( ) .EC2Em2
'p

2C
'p

12e
2

C p
h4

1p'p

'h
'p'p

1
'p'p

2
1pp

h
4

p,1p,15p,1

−
β

−−− +







ε+ε+=

Töø (3.43) suy ra:           

(3.46)   ( ) 







+








ε+ε≤ β
−− p

h4
'p

'h
'p'p

1
'p'p

2
4

p
p

h p,1p,15p,1
ECEm2

'p
2C

'p
1

C
2e  . 

hay 

(3.47)   ( )p
h

'p

'h6
p

h p,1p,1p,1
EECe +≤  . 

Chuù yù raèng p > 2 > p’ >1, vì vaäy  

  Lp (Ω)  ⊂→  Lp’ (Ω) , 

  W1,p (Ω) ⊂→  W1,p’ (Ω) , 

  (Ω∈∀≤ p,1
p Wv,vCv

p,1'p,1
) , 

  ( ) 'p

hp
'p

'h p,1p,1
ECE ≤  

  



Phöông phaùp phaàn töû höõu haïn cho baøi toaùn elliptic phi tuyeán bieân cong 
 

30 

(3.48)  ( )'p
h

'p
p

p
h6

p
h p,1p,1p,1

ECECe +≤  . 

Aùp duïng boå ñeà 3.1 suy ra: 

(3.49)   
p,1k

k
p,1hp,1h uChEuru

+
≤=− . 

Töø (3.48) vaø (3.49) suy ra 

(3.50)   ( ) ( )[ ]'p

p,1k
k'p

p

p

p,1k
k

6
p

h uChCuChCe
p,1 ++

+≤  

( )








+≤
++

'pp'kpkp
7 p,1kp,1k

u,umaxhhC  

p'kp
8 p,1k

uhC
+

≤  

Vaäy 

(3.51)   
p,1kp,1k

uhCuhCeuu 1p
k

9
p

'pk

9p,1hp,1h
++

−=≤=−  

Ñònh lyù ñöôïc chöùng minh. g 

 

II. TRÖÔØNG HÔÏP RIEÂNG 

Baøi toaùn xaáp xæ (Ph’): 

Tìm uh ∈ Vh (ñònh nghóa trong (3.3)) öùng vôùi k=1 sao cho 

(3.52) ( ) ( ) hhhhhhhhh VwdsHww,Gw,usinu,y,xgw,ua
1

∈∀+=+ ∫
Γ

 

Baèng chöùng minh töông töï ñònh lyù 3.1, ta coù ñònh lyù sau: 

Ñònh lyù 3.3: 

Giaû söû caùc giaû thieát (H1’)-(H7’) thoûa. Khi ñoù 

(iii) Baøi toaùn (Ph’) toàn taïi duy nhaát lôøi giaûi uh ∈ Vh. 

(iv) Lôøi giaûi uh hoäi tuï ñeàu veà lôøi giaûi duy nhaát u cuûa baøi toaùn (P’). 

 

Veà ñaùnh giaù sai soá ta coù ñònh lyù sau: 

Ñònh lyù 3.4: 

- Giaû söû caùc giaû thieát (H1’), (H2’’), (H3’)-(H7’) thoûa. 

- Giaû söû hoï tam giaùc phaân {τh} laø chính qui. 

Khi ñoù ta coù ñaùnh giaù sai soá:  
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(3.53)   
21h uChuu ≤−  

C laø haèng soá chæ phuï thuoäc ϕ,  g, G, H. 

Chöùng minh: 

 Töø ñònh nghóa cuûa a ( . , . ) ta coù 

(3.54)   ( ) 2

1hhh dd,da =  . 

Maët khaùc 

(3.55)    . ( ) ( ) ( hhhhhh d,wuad,uuad,da −+−= )

Töông töï trong chöùng minh ñònh lyù 3.2, ta coù ñaùnh giaù sau: 

(3.56)   
( ) ( )

( )
1h1hmax

2
0

hhmaxhh

EegsinkC

Eegsinkd,uua

+α≤

+α≤−

α

α
 . 

Ngoaøi ra  

(3.57)   ( )
1h1hhh dEd,wua ≤−  . 

Keát hôïp (3.54) – (3.57) suy ra 

(3.58)   ( )
11111 hhhhmax

2
0

2
h dEEegsinkCd ++α≤ α  . 

Aùp duïng baát ñaúng thöùc Cauchy cho soá haïng cuoái cuûa veá phaûi (3.58) ta ñöôïc 

(3.59)   ( ) 2
hhhmax

2
0

2
h 1111

EEegsinkC2d ++α≤ α  . 

Maët khaùc ta coøn coù 

(3.60)   
2

h
2

h
2

h 111
d2E2e +≤  . 

Do ñoù töø (3.59) vaø (3.60) ta ñöôïc: 

(3.61)   
2

hhh9
2

h 1111
E4EeCe +≤  

Trong ñoù 

(3.62)    ( )max
2
09 gsinkC4C +α= α
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Tieáp tuïc aùp duïng baát ñaúng thöùc Cauchy cho soá haïng ñaàu cuûa veá phaûi (3.61) suy ra 

(3.63)   
11 h

2
9h E8Ce +≤ . 

Aùp duïng boå ñeà  3.1 ta coù (3.53). 

Ñònh lyù ñöôïc chöùng minh. g 
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CHÖ Ô NG 4 : 
XAÁP XÆ BAØI TOAÙN BIEÂN CONG BÔÛI 

BAØI TOAÙN BIEÂN ÑA GIAÙC 
 

I. SÖÏ HOÄI TUÏ CUÛA LÔØI GIAÛI BAØI TOAÙN BIEÂN ÑA GIAÙC VEÀ LÔØI GIAÛI BAØI 
TOAÙN BIEÂN CONG: 

Cho { ϕn } laø daõy caùc haøm lieân tuïc treân [0,1] vaø baäc nhaát töøng khuùc thoûa caùc ñieàu kieän 
sau: 

(4.1)      
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) [ ] .1,0x,xx0
,11,00

n

nn

∈∀ϕ≤ϕ≤
ϕ=ϕϕ=ϕ

ϕn →  ϕ trong C([0,1]) khi n → ∞ vaø 

(4.2)     ( ) n
1

]1,0[Cn ≤ϕ−ϕ  . 

Ñaët  

(4.3)     ( ) 2p,0v:WvV~
n\n

p,1
nn >









=Ω∈=
ΩΩ

 , 

trong ñoù Ωn ñöôïc ñònh nghóa : 

   . ( )








ϕ<<
<<

Ω∈=Ω
)x(y0

,1x0
:y,x

n
n

Khi ñoù  laø khoâng gian con ñoùng cuûa V. Treân  xaùc ñònh chuaån nhö sau: nV~ nV~

  
VnV~n vv

n
=  . 

Ñaët 

(4.4)     ( ){ } 2p,0v:WvV
n0nn

p,1
nn >=Ω∈=

Γ
, 

trong ñoù ( )( ){ }1x0:x,x nn0 ≤≤ϕ=Γ  . 

Vaäy vôùi moãi  ta coù nn V~v ∈ nn Vv
n

∈
Ω

 vaø ngöôïc laïi, vôùi vn ∈ Vn ta xeùt môû roäng  

   
( )
( )




ΩΩ∈
Ω∈

=
.\y,x0

,y,xv
v~

n

nn
n

Khi ñoù võn ∈ VÕn . 

Xeùt hai baøi toaùn sau 
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Baøi toaùn (PÕn): 
Tìm uõn ∈ VÕn sao cho  

(4.5) 
( ) .V~w      ,dsHww,G w,u~sinu~,y,xg       

y
w

,
y

u~
,y,xM

x
w

,
x

u~
,y,xM

nnnnnnn

nn
2

nn
1

1

∈∀+=+

∂
∂









∂

∂
+

∂
∂









∂

∂

∫
Γ

 

Baøi toaùn (Pn): 
Tìm un ∈Vn sao cho  

(4.6) 
( ) ,Vw     ,dsHww~,G dxdywusinu,y,xg       

dxdy
y

w
y

u,y,xM
x

w
x
u,y,xM

nnnnnnn

nn
2

nn
1

1n

n

∈∀+=+









∂

∂








∂

∂
+

∂
∂









∂
∂

∫∫∫

∫∫

ΓΩ

Ω  

trong ñoù  
( )

( )



ΩΩ∈
Ω∈

=
.\y,x0

,y,xw
w~

n

nn
n

 

Ñònh lyù 4.1: 

Cho M1, M2, g, G, H thoûa caùc giaû thieát (H2) – (H7). Khi ñoù 

(i) Baøi toaùn (Pn ) coù lôøi giaûi duy nhaát un. 

(ii) Môû roäng uõn cuûa un treân Ω laø lôøi giaûi cuûa (PÕn). Hôn nöõa uõn hoäi tuï ñeán lôøi giaûi chính 
xaùc u cuûa (P). 

 

Chöùng minh: 

Söû duïng ñònh lyù 2.1, suy ra söï toàn taïi vaø duy nhaát lôøi giaûi un cuûa baøi toaùn (Pn). Ta môû 
roäng un treân Ω nhö sau: 

(4.7)     
( )
( )




ΩΩ∈
Ω∈

=
.\y,x0

,y,xu
u~

n

nn
n

Baèng chöùng minh töông töï ñònh lyù 2.1 chöông 2 ta coù caùc ñaùnh giaù sau: 

 nVnu~ ρ≤  , 

 
( )

( )n
L

n
1 C

x
u~

,y,xM
'p

ρ≤







∂

∂

Ω

 , 

  
( )

( )n

L

n
2 C

y
u~

,y,xM
'p

ρ≤







∂

∂

Ω

 , 
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  ( ) ( ) ( )nLnn Cu~sinu~,y,xg 'p ρ≤
Ω

  . 

Töø caùc chöùng minh trong chöông 2 ta ñöôïc: 

   αn  = C C0  ρn , 

( )
p

1

n1

'p
n1

n 2
p

2
1p














γ+







 β
−=ρ , 

( )( )
( )p

031

L0'V
'p

1

n03
n1 CCC

HCC~GCC
1

'p

−
++Ω

=β Γ   , 

( )p
031

n
'
1

n1 CCC
C2

−
Ω=γ  . 

Caùc haèng soá C, C1 , C1’, C3 , C0 , vaø CÕ khoâng phuï thuoäc n.   

Deã daøng thaáy do   Ωn  ≤  Ω    

ta coù     γ1n  ≤  γ1  , 

    β1n ≤ β1 ∀ n  . 

suy ra  

(4.8)   ρ≤
Vnu~  , 

(4.9)   
( )

C
x

u~
,y,xM

'pL

n
1 ≤








∂

∂

Ω

 , 

(4.10)   
( )

C
y

u~
,y,xM

'pL

n
2 ≤








∂

∂

Ω

 , 

(4.11)   ( ) ( ) Cu~sinu~,y,xg 'pLnn ≤
Ω

 , 

trong ñoù C vaø ρ laø hai haèng soá khoâng phuï thuoäc n. 

Töø (4.8)-(4.11) suy ra  

(4.12)   uõn  → uõ  yeáu trong V, 

(4.13)   M1(x,y,∂uõn/ ∂x) → χ1 trong  Lp’ (Ω) yeáu, 

(4.14)   M2(x,y,∂uõn/ ∂y) → χ2 trong  L p’ (Ω) yeáu. 

 

Aùp duïng boå ñeà 1.4 chöông 1 ta ñöôïc: 

(4.15)   g(x,y,uõn) sin uõn  → g(x,y,uõ) sin uõ  trong  L p’ (Ω) yeáu . 
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Boå ñeà 4.1: 

Vôùi moãi w ∈ V ta ñeàu tìm ñöôïc moät daõy {wn} ⊂ VÕn sao cho  

wn → w  maïnh trong V  khi n → ∞. 

 

Chöùng minh boå ñeà 4.1: 

Trong C1([0,1])  cho hai haøm  vaø ϕ  thoûa: n
~ϕ nˆ

(4.16)   ( ) [ ]1,0x,0
n
2x~

n ∈∀≥−ϕ=ϕ  , 

(4.17)   ( ) [ ]1,0x,0
n
3xˆ n ∈∀≥−ϕ=ϕ  , 

vôùi n ñuû lôùn. 

Vaäy ta coù  

   , ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]1,0x,xxx~xˆ0 nnn ∈∀ϕ≤ϕ<ϕ<ϕ≤

Ñaët  

( ) ( )







ϕ<<
<<

Ω∈=Ω
x~y0

1x0
:y,x~

n
n  , . ( ) ( )








ϕ<<
<<

Ω∈=Ω
xˆy0

,1x0
:y,xˆ

n
n

y 

φ(x,y) 

ϕ(x) ϕÂn(x) ϕÕn(x) 0

0.5

1

0 0.5 1

Ω\Ωn ΩÕn\ΩÂn Ω
Hình veõ bieãu dieãn ñoà thò vôùi 

Choïn ϕÕ(x) φ(x,y) ϕÂn(x) ϕ
ΩÂ

(x)
n\ΩÕ x coá 

 

ñònh 
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(4.18)   

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )














ΩΩ∈
ϕ−ϕ

ϕ−
ΩΩ∈

Ω∈

=φ

.ˆ\~y,x,
x~xˆ

x~y
,~\y,x,0

,ˆy,x,1

nn
nn

n

n

n

n  

Khi ñoù φn laø haøm lieân tuïc xaùc ñònh treân Ω . 

Vôùi w ∈ V ta xaùc ñònh daõy {wn} nhö sau: 

(4.19)   wn (x,y) = φn (x,y) w (x,y) . 

Ñeå chöùng minh wn → w trong V ta caàn  chöùng minh 

(4.20)   wn =φn w →  w   trong Lp (Ω) , 

(4.21)   ∂wn/∂x  →  ∂w/∂x trong Lp (Ω) , 

(4.22)   ∂wn/∂y  →  ∂w/∂y trong Lp (Ω) . 

• Chöùng minh wn → w trong Lp (Ω) 

 ∫∫
Ω

− dxdyww p
n  ∫∫

Ω

−φ= dxdyww p
n  

∫∫∫∫∫∫
ΩΩΩΩΩ

−φ+−φ+−φ=
nnnn

~\

p
n

ˆ\~

p
n

ˆ

p
n dxdywwdxdywwdxdyww  

Vaäy töø ñònh nghóa cuûa φn ta suy ra 

(4.23)   ∫∫∫∫∫∫
ΩΩΩΩΩ

+−φ=−
nnn

~\

p

ˆ\~

pp
n

p
n dxdywdxdyw1dxdyww . 

Vôùi moãi haøm v ∈ Lp (Ω) baát kyø ta ñeàu coù 

(4.24)  ∫∫
ΩΩ

∞→→
n

~\

p nkhi0dxdyv  

Thaät vaäy, do 

∫∫∫∫
Ω

ΩΩ
ΩΩ

χ= dxdyvdxdyv
n

n

~\
p

~\

p
 , 

trong ñoù χ laø haøm ñaëc tröng cuûa mieàn Ω\Ω
n

~\ΩΩ Õn . Aùp duïng ñònh lyù hoäi tuï bò chaën suy ra 

(4.24) . 

Aùp duïng (4.24) vôùi v  baèng w ta suy ra 

(4.25)   ∫∫
ΩΩ

∞→→
n

~\

p nkhi0dxdyw  . 

Chuù yù raèng ( ) ( ) Ω∈∀≤φ≤ y,x1y,x0 n   , do ñoù 
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(4.26)   ∫∫∫∫∫∫
Ω

ΩΩ
ΩΩΩΩ

χ=≤−φ dxdywdxdywdxdyw1
n

nnn

~\
p

~\

p

ˆ\~

pp
n  

Töø (4.25) vaø (4.26) suy ra  

(4.27)   ∞→→−φ∫∫
ΩΩ

nkhi0dxdyw1
nn

ˆ\~

pp
n  

Cuoái cuøng ta thu ñöôïc (4.20) töø (4.23), (4.25) vaø (4.27). 

• Chöùng minh ∂wn/∂y  →  ∂w/∂y trong Lp (Ω) 

 ∫∫
Ω ∂

∂
−

∂
∂

dxdy
y
w

y
w p

n ∫∫
Ω ∂

φ∂
+

∂
∂

−
∂
∂

φ= dxdy
y

w
y
w

y
w

p
n

n  

(4.28)     ∫∫∫∫
ΩΩ

−−

∂
φ∂

+
∂
∂

−φ≤ dxdy
y

w2dxdy
y
w12

p
n1p

p
p

n
1p  . 

Aùp duïng (4.20) vôùi w thay bôûi ∂w/∂y ∈ Lp (Ω) ta coù 

(4.29)   ∞→→
∂
∂

−φ∫∫
Ω

nkhi0dxdy
y
w1

p
p

n . 

 

 

Xeùt    ∫∫
Ω ∂

φ∂
dxdy

y
w

p
n  ∫∫

Ω ∂
φ∂

= dxdy
y

w
p

np
     

(4.30)      ∫∫
ΩΩ

=
nn

ˆ\~

pp dxdynw  

Töø w (x, ϕ (x) ) = 0 ta suy ra: 

(4.31)  

( ) ( )( ) ( )
( )

( )
( )

( ) .xy0,dtt,x
y
w

dtt,x
y
wx,xwy,xw

x

y

y

x

ϕ≤≤
∂
∂

−=

∂
∂

+ϕ=

∫

∫
ϕ

ϕ
   

Aùp duïng baát ñaúng thöùc Holder, ta ñöôïc: 
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(4.32)   

( )
( )

( )
( )

( )( ) ( )
( ) p

1
x

y

p

'p
1

p
1

x

y

p'p
1

x

y

dtt,x
y
wyx

dtt,x
y
wdty,xw















∂
∂

−ϕ≤















∂
∂









≤

∫

∫∫

ϕ

ϕϕ

 

Ta laïi coù 

(4.33)   ∫∫
ΩΩ nn ˆ\~

pp dxdynw  
( )

( )
dynwdx

1

0

x~

xˆ

ppn

n

∫ ∫
ϕ

ϕ

=  

    ( )( ) ( )
( )

( )

( )

∫ ∫∫
−ϕ

−ϕ

ϕ
−















∂
∂

−ϕ≤
n
2

x

n
3

x

x

y

p
1pp

1

0

n

n

dydtt,x
y
wyxndx  

    ( )
( )

( )

( )

∫ ∫∫
−ϕ

−ϕ

ϕ−















∂
∂







≤

n
2

x

n
3

x

x

y

p1p
p

1

0

n

n

dydtt,x
y
w

n
3ndx  

    ( )
( )

( )

( )

( )

∫ ∫∫
−ϕ

−ϕ

ϕ

−ϕ

−

















∂
∂

≤
n
2

x

n
3

x

x

n
3

x

p
1p

1

0

n

n n

dydtt,x
y
wn3dx  

    ∫∫∫∫
Ω

ΩΩ
−

ΩΩ

− χ
∂
∂

=
∂
∂

≤ dxdy
y
w3dxdy

y
w3

n
n

ˆ\

p
1p

ˆ\

p
1p . 

Duøng ñònh lyù hoäi tuï bò chaën ta coù tích phaân sau cuøng cuûa veá phaûi cuûa (4.33) tieán veá 0,  do 
ñoù ta suy töø (4.33)  

(4.34)  ( ) ∞→→∫∫
ΩΩ

nkhi0dxdyy,xwn
nn ˆ\~

pp  . 

Töø (4.28), (4.29), (4.30), (4.34) ta suy ra (4.22) ñuùng. 

• Chöùng minh ∂wn/∂x  →  ∂w/∂x trong Lp (Ω) 

 ∫∫
Ω ∂

∂
−

∂
∂

dxdy
x
w

x
w p

n ∫∫
Ω ∂

φ∂
+

∂
∂

−
∂
∂

φ= dxdy
x

w
x
w

x
w p

n
n  

(4.35)     ∫∫∫∫
ΩΩ

−−

∂
φ∂

+
∂
∂

−φ≤ dxdy
x

w2dxdy
x
w12

p
n1p

p
p

n
1p  

Aùp duïng (4.20) vôùi w thay bôûi ∂w/∂x ta coù: 
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(4.36)   ∞→→
∂
∂

−φ∫∫
Ω

nkhi0dxdy
x
w1

p
p

n  

Xeùt    ∫∫
Ω ∂

φ∂
dxdy

x
w

p
n  ∫∫

Ω ∂
φ∂

= dxdy
x

w
p

np
 

     ( )∫∫
ΩΩ

ϕ=
nn

ˆ\~

pp dxdyx'nw  

(4.37)      
( )

∫∫
ΩΩ

∞
ϕ≤

nn
1,0L ˆ\~

ppp dxdynw'  

Toå hôïp (4.34) –(4.37) ta ñöôïc (4.21). 

Boå ñeà 4.1 ñöôïc chöùng minh. g 

Laáy  wn = φn w , chuyeån sang giôùi haïn trong (4.5), nhôø vaøo (4.12) –(4.15)  ta ñöôïc 

(4.38) 
( )

.Vw,Hwdsw,G                                                     

w,u~sinu~,y,xg
y
w,

x
w,

1

21

∈∀+=

+
∂
∂

χ+
∂
∂

χ

∫
Γ

 

Chöùng minh töông töï ñònh lyù (2.1) suy ra 







∂
∂

=
x
u~,y,xM11χ , vaø 








∂
∂

=χ
y
u~,y,xM 22 . 

Suy ra uõ laø lôøi giaûi cuûa (P). Do tính duy nhaát lôøi giaûi cuûa (P) ta suy ra uõ = u. 

Ñònh lyù ñöôïc chöùng minh. g 

 

Sau ñaây ta seõ ñaùnh giaù toác ñoä hoäi tuï cuûa uõn  veà lôøi giaûi u cuûa (P). 

Ñònh lyù 4.2:  

Giaû söû M1 , M2 , g, G, H, ϕ thoûa caùc giaû thieát (H1)-(H9), daõy {ϕn } thoûa ñieàu kieän (4.1),  
vaø (4.2). Giaû söû lôøi giaûi u ∈ V∩ Wk+1,p(Ω) thoûa ñieàu kieän ∂u/∂x, ∂u/∂y ∈ V.  Khi ñoù toàn taïi 
haèng soá C* chæ phuï thuoäc M1 , M2 , g, G, H, ϕ sao cho 

(4.39) 
( )1pp

1

p,1n n
1*Cuu~

−







≤−  . 

 

Chöùng minh: 

Ñaët 

nr   :  V →  Vn 
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 nr v  =  φn v  , trong ñoù φn ñöôïc ñònh nghóa trong (4.18). 

 ne   = uõn – u  

(4.40) nE   = u – nr  u  

 nd   = uõn – nr  u   =  nE  + ne  

 nw  = nr  u 

Ta chuù yù raèng vôùi u ∈  W2,p(Ω) thoûa u, ∂u/∂x, ∂u/∂y ∈ V. Baèng chöùng minh töông töï boå 
ñeà 4.1 ta coù φnu  → u trong W2,p(Ω) maïnh, do ñoù ta choïn β ñoäc laäp vôùi n sao cho: 

( )
β≤

∂
∂

ΩCx
u

 , 
( )

β≤
∂
∂

ΩCy
u

 , 

( )
β≤

∂
∂

ΩC

n

x
w

 , 
( )

β≤
∂

∂

ΩC

n

y
w

 , 

Töông töï trong chöùng minh ñònh lyù (3.2), chöông 3 ta coù keát quaû sau: 

(4.41)   
p

p,1n4 dC ( )
p,1n'p,1n'p,1np,1nmax

'
0 dEm2EegsinkCC

0 βα ++α≤ . 

Ñaët . Suy ra ( )max
'

0 gsinkCC
0

+α=γ α

(4.42)   
p

p,1n4 dC
p,1n'p,1n'p,1np,1n dEm2Ee β+γ≤  

     
( )































ε
+

ε
+γ≤ β

'p

'p,1n

p

p,1n

'p,1np,1n

E

'p
1

p

d
m2Ee  . 

Choïn ε > 0 thoûa  
2

C
p
1m2 4p =εβ  . 

(4.43)  
p

p,1n
4 d

2
C

 
'p

n'p'p,1np,1n
'p,1

E
'p
m2

Ee
ε

+γ≤ β  

Maø  

(4.44)    
p

n p,1
e 





 +≤ − p

n

p

p,1n
1p

p,1
Ed2  

p
n

1p'p
n'pnp,1n

4

p

p,1'p,1'p,1
E2E

'p
m

Ee
C
2 −β +








ε

+γ≤  

p
n

1p'p
n6np,1n5

p,1'p,1'p,1
E2ECEeC −++= , 
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trong ñoù γ=
4

p

5 C
2C  vaø 'p

4

p

6 'p
m

C
2

ε
= βC . Söû duïng baát ñaúng thöùc Holder cho soá haïng 

'p,1
np,1n Ee  ta coù 

(4.45)  
p

n p,1
e

( ) p
n

1p'p
n6

'p

n
1

p

p,1n1
5

p,1'p,1'p,1
E2ECE1

'p
1

p

e
C −++

























ε

+
ε

≤ , 

trong ñoù ε1 > 0 ñöôïc choïn sao cho  
2
1

p
1C p

15 =ε . Ta vieát laïi (4.45) nhö sau: 

(4.46)   
p

n p,1
e

2
1

 
p

n
1p'p

n6

'p

n
1

5

p,1'p,1'p,1
E2ECE1

'p
C −++








ε

≤  . 

Hay 

(4.47)   
p

n p,1
e  

p
n

p'p
n7

p,1'p,1
E2EC +≤ , 

trong ñoù 6'p
1

5
7 C

'p
C2

+
ε

=C  . 

Do pheùp nhuùng Lp (Ω) ⊂→ Lp’ (Ω) lieân tuïc , ta coù: 

(4.48)   (Ω∈∀≤ p
p'

LvvCv
p,1p,1

) . 

Aùp duïng vaøo (4.47) ta suy ra 

(4.49)   
p

n p,1
e  

'p
n8

p
n

p
'p

np7
p,1p,1'p,1

ECE2ECC ≤+




≤  

trong ñoù C8 laø haèng soá chæ phuï thuoäc M1, M2, g, G, H, ϕ. 

Maët khaùc, töø nE  = u – nr u  =  u – φn u  suy ra 

(4.50) 
p

p,1nE p

p,1n uu φ−=  

 ( ) ( ) dxdyu
yy

uu
xx

u
p

n

p

n∫∫
Ω 













φ

∂
∂

−
∂
∂

+φ
∂
∂

−
∂
∂

=  
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dxdy
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∫∫

∫∫
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∂
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−
∂
∂

φ−
∂
∂

+















∂
∂

+
∂
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.dxdy
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u2dxdy
x
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dxdy1
y
u2dxdy1

x
u2~\2
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ˆ\~

p
np1p

ˆ\~

p
np1p

ˆ\~

p
n

p
1p

ˆ\~

p
n

p
1p

n
p

∫∫∫∫

∫∫∫∫

ΩΩ

−

ΩΩ

−

ΩΩ

−

ΩΩ

−

∂
φ∂

+
∂
φ∂

+

−φ
∂
∂

+−φ
∂
∂

+ΩΩβ≤

 

Ta chuù yù raèng 0 ≤ φn ≤ 1 treân ΩÂn \ ΩÕn  . Do ñoù  

(4.51)   
p

p,1nE   nn
pp

n
p ˆ\~2~\2 ΩΩβ+ΩΩβ≤  

∫∫∫∫
ΩΩ

−

ΩΩ

−

∂
φ∂

+
∂
φ∂

+
nnnn

ˆ\~

p
np1p

ˆ\~

p
np1p dxdy

y
u2dxdy

x
u2  

Döïa vaøo (4.33) vaø (4.37), hai soá haïng cuoái trong veá phaûi cuûa (4.51) laàn löôït ñöôïc ñaùnh 
giaù nhö sau: 

(4.52)   ∫∫
ΩΩ ∂

φ∂

nn ˆ\~

p
np dxdy

y
u  ∫∫

ΩΩ

=
nn

ˆ\~

pp dxdynu  

    ∫∫
ΩΩ

−

∂
∂

≤
nn ˆ\~

p
1p dxdy

y
u3  

    n
p1p ˆ\3 ΩΩβ≤ −  

(4.53)  ∫∫
ΩΩ ∂

φ∂

nn
ˆ\~

p
np dxdy

x
u  ( )∫∫

ΩΩ

ϕ=
nn

ˆ\~

pp dxdyx'nu  

     
)1,0(Ln

p1p 'ˆ\3 ∞ϕΩΩβ≤ −  

Töø (4.51) – (4.53) suy ra  

(4.54)   ( )( )
)1,0(L

1pp
p

p

p,1n '16.324
n

E ∞ϕ+++
β

≤ −  

Töø (4.49) vaø (4.54) suy ra 



Phöông phaùp phaàn töû höõu haïn cho baøi toaùn elliptic phi tuyeán bieân cong 
 

44 

(4.55)   
( )1pp

1p,1n

n

*Ce
−

≤  

C* chæ phuï thuoäc M1 , M2 , g, G, H, ϕ. 

Töø ñoù suy ra (4.39). 

Ñònh lyù 4.2 ñöôïc chöùng minh. g 

 

II. SÖÏ HOÄI TUÏ LÔØI GIAÛI CUÛA BAØI TOAÙN XAÁP XÆ PHAÀN TÖÛ HÖÕU HAÏN BAØI 
TOAÙN BIEÂN ÑA GIAÙC VEÀ LÔØI GIAÛI CHÍNH XAÙC CUÛA BAØI TOAÙN BIEÂN 
CONG 

Cho { ϕ }n= laø daõy caùc haøm lieân tuïc treân [0,1] vaø baäc nhaát töøng khuùc  thoûa caùc ñieàu kieän 
(4.1) vaø (4.2). 
 
Coá ñònh n. 
 
1. Goïi un laø lôøi giaûi cuûa baøi toaùn: 
 

Baøi toaùn (Pn): 

Ñaët , . ( )








ϕ<<
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Ω∈=Ω
)x(y0

,1x0
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n
n ( )( ){ }1x0:x,x nn0 ≤≤ϕ=Γ
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=Ω∈=∈
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( ) .Vw     ,dsHwGw dxdywusinu,y,xg       

dxdy
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x
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x
u
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∂

∂
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∂
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∂

∂

∫∫∫∫∫

∫∫

ΓΩΩ

Ω  

Môû roäng un leân Ω thaønh uõn :  

   
( )
( )




ΩΩ∈
Ω∈

=
.\y,x0

,y,xu
u~

n

nn
n

 
2. Khi ñoù uõn laø lôøi giaûi cuûa baøi toaùn : 
 

Baøi toaùn (PÕn): 

Tìm ( )








=Ω∈=∈
ΩΩ

0v:WvV~u~
n\nn

p,1
nnn uõn ∈ VÕn  thoûa  
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( ) .V~w      ,dsHww,G w,u~sinu~,y,xg       
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Cho n  →  ∞ thì uõn → u trong V (ñònh lyù 4.1) vaø coù ñaùnh giaù sai soá 

 
( )1pp

1p,1n

n

*Cuu~
−

≤−  

 
3. Coá ñònh n vaø cho tröôùc h > 0 ñuû nhoû. 
 
Xeùt moät tam giaùc phaân τh cuûa mieàn Ωn bôûi caùc tam giaùc K coù diam (K) < h  ∀ K ∈ τh . 
Goïi h

nu   laø lôøi giaûi cuûa baøi toaùn: 
 

Baøi toaùn ( ) : h
nP

Tìm ( )








τ∈∀∈=Ω∈=∈
Γ hkKnn

h
n

h
n K,IPv0v:CvVu

n0
 sao cho 

( ) .Vw     ,dsHwGw dxdywusinu,y,xg       

dxdy
y

w
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x

w
x
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h
nhhhh
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h
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∂
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∫∫∫∫∫

∫∫

ΓΩΩ

Ω  

Môû roäng   nhö sau: h
nu

   
( )
( )




ΩΩ∈
Ω∈

=
.\y,x0

,y,xu
u~

n

n
h
nh

n

Khi ñoù ta coù ñònh lyù sau: 

Ñònh lyù 4.3: 
- Cho M1, M2, g, G, H, ϕ  thoûa caùc giaû thieát  (H1) –(H9). 
- Giaû söû {ϕn} thoûa (4.1). 
- Giaû söû hoï tam giaùc phaân τh chính quy. 

Khi ñoù u~  hoäi tuï veà lôøi giaûi chính xaùc u cuûa baøi toaùn (P) vôùi ñaùnh giaù sai soá nhö sau: h
n

(4.56)  
( )

n,p,1kn
1p

1k

n

1pp
1

p,1

h
n uhC

n
1*Cuu~ Ω+

−
−

+





≤−  

 
Chöùng minh: 
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ΩΩΩ
−+−≤−

,p,1n,p,1n
h
n,p,1

h
n uu~u~u~uu~  

ΩΩ
−+−=

,p,1n
n,p,1n

h
n uu~uu  

( )1pp
1

,n
1p

k

n n
1*CuhC

n
p,1k

−

Ω
− 






+≤ +  

Ta ñöôïc (4.56).  

Ñònh lyù ñöôïc chöùng minh. g 
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CHÖ ÔNG 5 : 
AÙP DUÏNG TÍNH TOAÙN SOÁ 

 
 

I. PHAÙT BIEÅU BAØI TOAÙN: 

Xeùt baøi toaùn (0.1) vôùi : 

(5.1)     ( )
4

x1x
2

−=ϕ  , 

(5.2)      , ( ) ( ) zz,y,xMz,y,xM 21 ==

(5.3)     ,  ( ) zz,y,xg =

(5.4) ( ) 













 −−














 −−+= yx

4
11xsinyx

4
11xx

2
3y,xG 22

( )
( ) ( )

( )













==ϕ<<





 −

=<<

==ϕ<<−

=

.1x,
4
31y0,y

4
1

,0y,1x0,x
,0x,10y0,1y

y,xH  

Baøi toaùn naøy coù nghieäm chính xaùc laø ( ) 







−−= y

4
x1xy,xu

2

. 

Deã daøng kieåm chöùng caùc haøm ϕ, g, G, H, M1, M2 nhö  ñònh nghóa trong (5.1) –(5.5) thoûa 
caùc giaû thieát (H1’) – (H7’). Vaäy baøi toaùn tìm lôøi giaûi xaáp xæ baèng phöông phaùp phaàn töû 
höõu haïn cuûa u treân V  hoäi tuï veà lôøi giaûi chính xaùc theo caùc ñònh lyù 3.3 vaø 3.4 chöông 3. 

 

II. THUAÄT TOAÙN: 

 

Döôùi ñaây ta seõ ñeà nghò moät thuaät toaùn xaáp xæ lôøi giaûi chính xaùc cuûa baøi toaùn. 

- Böôùc 1: Xaáp xæ mieàn Ω vaø choïn löôùi tam giaùc treân mieàn xaáp xæ. 

- Böôùc 2: Xaây döïng baøi toaùn  xaáp xæ phaàn töû höõu haïn treân mieàn Ωn coù bieân ña giaùc. 

- Böôùc 3: Duøng xaáp xæ Newton  ñöa baøi toaùn phi tuyeán veà baøi toaùn tuyeán tính. 

- Böôùc 4: Xaây döïng caùc ma traän cöùng vaø vector taûi cho baøi toaùn bieán phaân. 
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- Böôùc 5: Giaûi heä phöông trình thu ñöôïc töø böôùc 4 xaùc ñònh lôøi giaûi xaáp xæ nuùt cuûa 
u. 

Böôùc 1: Xaáp xæ mieàn Ω vaø choïn löôùi tam giaùc treân mieàn xaáp xæ. 

- Cho tröôùc sai soá  ε. 

- Töø coâng thöùc (4.46), xaùc ñònh n, h sao cho ε≤−
p,1

n
hu~u . 

- Chia ñeàu ñoaïn [0,1] thaønh m ñoaïn , m ñoaïn naøy chia Ω thaønh m hình thang cong, 
treân moãi hình thang cong ta laïi chia thaønh caùc tam giaùc coù ñænh treân caïnh beân 
hình thang sao cho pheùp chia tam giaùc thoûa : 

• Tính chính quy. 

• Ñöôøng kính moãi tam giaùc khoâng quaù h. 

• N = Toång soá ñieåm nuùt treân toaøn mieàn  – soá nuùt treân bieân Γ0 . 

• E = Toång soá phaàn töû (tam giaùc) treân toaøn mieàn – soá tam giaùc coù ñænh 
treân Γ0 . 

- Xaùc ñònh Γ0n baèng caùch  noái caùc ñænh naèm treân Γ0  cuûa caùc tam giaùc. 

Böôùc 2: Xaây döïng baøi toaùn  xaáp xæ phaàn töû höõu haïn treân mieàn Ωn coù bieân ña giaùc. 

Böôùc naøy ñöôïc thöïc hieän nhö  trong caùc chöông 3, 4. Baøi toaùn tìm u ∈ V  thoûa (5.1) –
(5.5) ñöôïc ñöa veà baøi toaùn xaáp xæ sau: 

Baøi toaùn (Ph) : 

Tìm uh ∈  Vh coù daïng 
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trong ñoù Ωn , Vh ñöôïc ñònh nghóa trong chöông  4, caùc wj laø caùc haøm cô sôû cuûa Vh , N laø soá 
chieàu cuûa Vh  

( )Nhh2h1h u,......,u,uu =
r

 . 

Hay noùi caùch khaùc, baøi toaùn (Ph) ñöôïc phaùt bieåu laïi nhö sau: 

Tìm u  sao cho h
r
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(5.7)   , ( ) 0uP h =

rr

vôùi  

(5.8)    ( ) ( ) ( ) ( )( )hNh2h1h uP,......,uP,uPuP rrrrr
=

Böôùc 3: Duøng xaáp xæ Newton  ñöa baøi toaùn phi tuyeán veà baøi toaùn tuyeán tính. 

Heä phöông trình (5.8) laø heä phi tuyeán. Ñeå giaûi heä naøy ta söû duïng phöông phaùp xaáp xæ 
Newton nhö sau: 

- Cho tröôùc  ( )0
hur . 

- Giaû söû bieát  ( )1m
h

−ru . 

- Tìm ( ) ( ) ( )1m
h

m
h

m
h uvu −+=

rrr
, trong ñoù ( )m

hvr  laø nghieäm cuûa heä phöông trình ñaïi 
soá tuyeán tính sau: 

(5.9)   ( )( ) ( ) ( )( )1m
h

m
h

1m
hP uPvuJ −− −=

rrr
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vôùi 
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Böôùc 4: Xaây döïng caùc ma traän cöùng vaø vector taûi cho baøi toaùn bieán phaân. 

Vôùi caùc wj  laø caùc haøm cô sôû baäc nhaát coù tính chaát 

(5.11)    , ( ) jkkj Mw δ=

töø coâng thöùc (5.7) ta tính ñöôïc 
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Maët khaùc, 
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(5.13)   
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Töø ñoù ta tính ñöôïc ma traän cöùng vaø vector taûi. 

Böôùc 5: Giaûi heä phöông trình thu ñöôïc töø böôùc 4 xaùc ñònh lôøi giaûi xaáp xæ nuùt cuûa u. 
 

III. KEÁT QUAÛ TÍNH TOAÙN: 
 
1. Ñoà thò cuûa uex : 
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2. Tröôøng hôïp löôùi goàm 72 nuùt, sau 10 böôùc laëp ta coù keát quaû sau : 
 

X Y U0 Uex U Sai soá Max sai soá 
taïi 8 nuùt 
lieân tieáp 

0.000 0.000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0966 
0.000 0.125 0.0223 0.1115 0.1038 0.0077  
0.000 0.250 0.0396 0.1981 0.1918 0.0063  
0.000 0.375 0.0527 0.2635 0.2620 0.0015  
0.000 0.500 0.0625 0.3125 0.3125 0.0000  
0.000 0.625 0.0701 0.3507 0.3413 0.0094  
0.000 0.750 0.0770 0.3848 0.3464 0.0384  
0.000 0.875 0.0845 0.4224 0.3258 0.0966  
0.125 0.000 0.0000 0.0000 0.0139 0.0139 0.1139 
0.125 0.125 0.0220 0.1098 0.1139 0.0041  
0.125 0.249 0.0392 0.1958 0.1982 0.0024  
0.125 0.374 0.0523 0.2616 0.2648 0.0032  
0.125 0.498 0.0624 0.3118 0.3119 1E-04  
0.125 0.623 0.0704 0.3521 0.3375 0.0146  
0.125 0.747 0.0778 0.3891 0.3397 0.0494  
0.125 0.872 0.0861 0.4303 0.3164 0.1139  
0.250 0.000 0.0000 0.0000 0.0278 0.0278 0.1258 
0.250 0.123 0.0215 0.1074 0.1233 0.0159  
0.250 0.246 0.0385 0.1923 0.2035 0.0112  
0.250 0.369 0.0516 0.2582 0.2664 0.0082  
0.250 0.492 0.0619 0.3096 0.3104 0.0008  
0.250 0.615 0.0704 0.3519 0.3334 0.0185  
0.250 0.738 0.0783 0.3913 0.3337 0.0576  
0.250 0.862 0.0870 0.4351 0.3093 0.1258  
0.375 0.000 0.0000 0.0000 0.0417 0.0417 0.1319 
0.375 0.121 0.0208 0.1042 0.1321 0.0279  
0.375 0.241 0.0375 0.1876 0.2078 0.0202  
0.375 0.362 0.0507 0.2534 0.2671 0.0137  
0.375 0.482 0.0611 0.3057 0.3081 0.0024  
0.375 0.603 0.0699 0.3496 0.3293 0.0203  
0.375 0.724 0.0782 0.3910 0.3287 0.0623  
0.375 0.844 0.0873 0.4366 0.3047 0.1319  
0.500 0.000 0.0000 0.0000 0.0556 0.0556 0.1317 
0.500 0.117 0.0201 0.1003 0.1403 0.0400  
0.500 0.234 0.0363 0.1816 0.2113 0.0297  
0.500 0.352 0.0494 0.2469 0.2668 0.0199  
0.500 0.469 0.0600 0.2999 0.3053 0.0054  
0.500 0.586 0.0690 0.3451 0.3252 0.0199  
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0.500 0.703 0.0776 0.3879 0.3248 0.0631  
0.500 0.820 0.0868 0.4342 0.3025 0.1317  
0.625 0.000 0.0000 0.0000 0.0694 0.0694 0.1252 
0.625 0.113 0.0191 0.0957 0.1481 0.0524  
0.625 0.226 0.0349 0.1744 0.2141 0.0397  
0.625 0.338 0.0477 0.2387 0.2659 0.0272  
0.625 0.451 0.0584 0.2919 0.3020 0.0101  
0.625 0.564 0.0676 0.3380 0.3212 0.0168  
0.625 0.677 0.0763 0.3815 0.3218 0.0597  
0.625 0.790 0.0855 0.4277 0.3025 0.1252  
0.750 0.000 0.0000 0.0000 0.0833 0.0833 0.1127 
0.750 0.107 0.0181 0.0904 0.1556 0.0652  
0.750 0.215 0.0332 0.1659 0.2163 0.0504  
0.750 0.322 0.0457 0.2287 0.2643 0.0356  
0.750 0.430 0.0563 0.2816 0.2984 0.0168  
0.750 0.537 0.0656 0.328 0.3172 0.0108  
0.750 0.645 0.0743 0.3716 0.3196 0.0052  
0.750 0.752 0.0834 0.4169 0.3042 0.1127  
0.875 0.000 0.0000 0.0000 0.0972 0.0972 0.0972 
0.875 0.101 0.0169 0.0844 0.1627 0.0783  
0.875 0.202 0.0312 0.1560 0.2181 0.0621  
0.875 0.303 0.0433 0.2167 0.2623 0.0456  
0.875 0.405 0.0538 0.2688 0.2943 0.0255  
0.875 0.505 0.0630 0.3148 0.3132 0.0016  
0.875 0.606 0.0716 0.3580 0.3177 0.0403  
0.875 0.708 0.0803 0.4017 0.3070 0.0947  
1.000 0.000 0.0000 0.0000 0.1111 0.1111 0.1111 
1.000 0.094 0.0155 0.0776 0.1696 0.0092  
1.000 0.188 0.0289 0.1447 0.2194 0.0747  
1.000 0.290 0.0405 0.2026 0.2597 0.0571  
1.000 0.375 0.0506 0.2531 0.2898 0.0367  
1.000 0.468 0.0597 0.2983 0.3088 0.0105  
1.000 0.563 0.0681 0.3404 0.3158 0.0246  
1.000 0.656 0.0764 0.3821 0.3101 0.0072  
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3. Tröôøng hôïp löôùi goàm 99 nuùt, sau 10 böôùc laëp ta ñöôïc: 
 

X Y U0 Uex U Sai soá Max sai soá 
taïi 9 nuùt 
lieân tieáp 

0.000 0.000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0966 
0.000 0.125 0.0223 0.1115 0.1038 0.0077  
0.000 0.250 0.0396 0.1981 0.1918 0.0063  
0.000 0.375 0.0527 0.2635 0.2620 0.0015  
0.000 0.50 0.0625 0.3125 0.3125 0.0000  
0.000 0.625 0.0701 0.3507 0.3413 0.0094  
0.000 0.750 0.0770 0.3848 0.3464 0.0384  
0.000 0.875 0.0845 0.4224 0.3258 0.0966  
0.125 0.000 0.0000 0.0000 0.0139 0.0139 0.1139 
0.125 0.125 0.0220 0.1098 0.1139 0.0041  
0.125 0.249 0.0392 0.1958 0.1982 0.0024  
0.125 0.374 0.0523 0.2616 0.2648 0.0032  
0.125 0.498 0.0624 0.3118 0.3119 1E-04  
0.125 0.623 0.0704 0.3521 0.3375 0.0146  
0.125 0.747 0.0778 0.3891 0.3397 0.0494  
0.125 0.872 0.0861 0.4303 0.3164 0.1139  
0.250 0.000 0.0000 0.0000 0.0278 0.0278 0.1258 
0.250 0.123 0.0215 0.1074 0.1233 0.0159  
0.250 0.246 0.0385 0.1923 0.2035 0.0112  
0.250 0.369 0.0516 0.2582 0.2664 0.0082  
0.250 0.492 0.0619 0.3096 0.3104 0.0008  
0.250 0.615 0.0704 0.3519 0.3334 0.0185  
0.250 0.738 0.0783 0.3913 0.3337 0.0576  
0.250 0.861 0.0870 0.4351 0.3093 0.1258  
0.375 0.000 0.0000 0.0000 0.0417 0.0417 0.1319 
0.375 0.121 0.0208 0.1042 0.1321 0.0279  
0.375 0.241 0.0375 0.1876 0.2078 0.0202  
0.375 0.362 0.0507 0.2534 0.2671 0.0137  
0.375 0.482 0.0611 0.3057 0.3081 0.0024  
0.375 0.603 0.0699 0.3496 0.3293 0.0203  
0.375 0.724 0.0782 0.391 0.3287 0.0623  
0.375 0.844 0.0873 0.4366 0.3047 0.1319  
0.500 0.000 0.0000 0.0000 0.0556 0.0556 0.1317 
0.500 0.117 0.0201 0.1003 0.1403 0.0400  
0.500 0.234 0.0363 0.1816 0.2113 0.0297  
0.500 0.352 0.0494 0.2469 0.2668 0.0199  
0.500 0.469 0.0600 0.2999 0.3053 0.0054  
0.500 0.586 0.0690 0.3451 0.3252 0.0199  
0.500 0.703 0.0776 0.3879 0.3248 0.0631  



Phöông phaùp phaàn töû höõu haïn cho baøi toaùn elliptic phi tuyeán  bieân cong 
 

56 

0.500 0.820 0.0868 0.4342 0.3025 0.1317  
0.625 0.000 0.0000 0.0000 0.0694 0.0694 0.1252 
0.625 0.113 0.0191 0.0957 0.1481 0.0524  
0.625 0.226 0.0349 0.1744 0.2141 0.0397  
0.625 0.338 0.0477 0.2387 0.2659 0.0272  
0.625 0.451 0.0584 0.2919 0.302 0.0101  
0.625 0.564 0.0676 0.3380 0.3212 0.0168  
0.625 0.677 0.0763 0.3815 0.3218 0.0597  
0.625 0.790 0.0855 0.4277 0.3025 0.1252  
0.750 0.000 0.0000 0.0000 0.0833 0.0833 0.1127 
0.750 0.107 0.0181 0.0904 0.1556 0.0652  
0.750 0.215 0.0332 0.1659 0.2163 0.0504  
0.750 0.322 0.0457 0.2287 0.2643 0.0356  
0.750 0.431 0.0563 0.2816 0.2984 0.0168  
0.750 0.537 0.0656 0.328 0.3172 0.0108  
0.750 0.645 0.0743 0.3716 0.3196 0.052  
0.750 0.752 0.0834 0.4169 0.3042 0.1127  
0.875 0.000 0.0000 0.0000 0.0972 0.0972 0.0972 
0.875 0.101 0.0169 0.0844 0.1627 0.0783  
0.875 0.202 0.0312 0.1560 0.2181 0.0621  
0.875 0.303 0.0433 0.2167 0.2623 0.0456  
0.875 0.404 0.0538 0.2688 0.2943 0.0255  
0.875 0.505 0.0630 0.3148 0.3132 0.0016  
0.875 0.606 0.0716 0.3580 0.3177 0.0403  
0.875 0.708 0.0803 0.4017 0.3070 0.0947  
1.000 0.000 0.0000 0.0000 0.1111 0.1111 0.1111 
1.000 0.094 0.0155 0.0776 0.1696 0.0920  
1.000 0.188 0.0289 0.1447 0.2194 0.0747  
1.000 0.281 0.0405 0.2026 0.2597 0.0571  
1.000 0.375 0.0506 0.2531 0.2898 0.0367  
1.000 0.469 0.0597 0.2983 0.3088 0.0105  
1.000 0.563 0.0681 0.3404 0.3158 0.0246  
1.000 0.656 0.0764 0.3821 0.3101 0.0720  
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KEÁT LUAÄN 
 
 
 
 ÔÛ moät möùc ñoä nhaát ñònh, luaän vaên ñaõ giaûi quyeát ñöôïc nhöõng vaán ñeà  ñaët ra trong 
chöông môû ñaàu. Caùc keát quaû ñaõ ñöôïc trình baøy trong caùc chöông 1, 2, vaø 3. Nhìn chung, 
luaän vaên ñaõ ñaït ñöôïc moät soá keát quaû  : 

1. Chöùng minh söï toàn taïi vaø duy nhaát lôøi giaûi cuûa baøi toaùn (0.1) – (0.3). Keát quaû thu 
ñöôïc trong luaän vaên ñaõ toång quaùt hoùa töông ñoái caùc keát quaû trong [5],[6]. 

2. Xaáp xæ lôøi giaûi chính xaùc baèng lôøi giaûi soá qua caùc böôùc: 

• Xaáp xæ lôøi giaûi chính xaùc  baøi toaùn (0.1)-(0.3) trong tröôøng hôïp Ω xaùc ñònh 
bôûi haøm ϕ lieân tuïc vaø baäc nhaát töøng khuùc treân [0 , 1], töùc laø bieân ∂Ω laø ña 
giaùc. Cho ra ñaùnh giaù sai soá giöõa lôøi giaûi xaáp xæ vaø lôøi giaûi chính xaùc theo 
moät caáp ñoä phuï thuoäc vaøo tính “trôn” cuûa lôøi giaûi chính xaùc. 

Tìm keát quaû cuï theå öùng vôùi tröôøng hôïp rieâng M1(x,y,z) = M2(x,y,z) = z. 
Keát quaû trong phaàn naøy toång quaùt hoùa caùc keát quaû trong [5]. 

• Xaáp xæ bieân cong Γ0 bôûi bieân gaáp khuùc. Keát quaû cuûa phaàn naøy laø caùc ñaùnh 
giaù sai soá giöõa lôøi giaûi phaàn töû höõu haïn vaø lôøi giaûi chính xaùc trong tröôøng 
hôïp Ωn.  

• Ñaùnh giaù ñöôïc sai soá giöõa lôøi giaûi xaáp xæ baèng phaàn töû höõu haïn treân Ωn vaø 
lôøi giaûi chính xaùc treân Ω. 

3. Tính toaùn cuï theå treân moät ví duï vôùi M1, M2, G, H, g,  ϕ cho tröôùc.   
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