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Chöông 1     
TOÅNG QUAN 

 
         Trong luaän vaên naày, chuùng toâi xeùt baøi toaùn Neumann phi tuyeán 
sau 
 
(1.1)               ( ){ } ,0,:,,0 1 >∈′′=∈=∆ −

+ n
n

n
n xRxxxRxu  

 
(1.2)             . ( ) ( )( ) 1,0,,0, −∈′′′=′− n

x Rxxuxgxu
n

 
       Trong [1] caùc taùc giaû Bunkin, Galaktionov, Kirichenko, 
Kurdyumov, Samarsky (1988) ñaõ nghieân cöùu baøi toaùn (1.1),(1.2) vôùi  n  
= 2  vôùi phöông trình Laplace (1.1)  coù daïng ñoái xöùng truïc  
 

(1.3)                  01
=++ zzrrr uu

r
u ,   r  > 0 , z > 0, 

vaø vôùi ñieàu kieän bieân phi tuyeán coù daïng cuï theå nhö sau 
 

(1.4)                 )0,()exp()0,( 2
0

2
0 ru

r
rIruz

α+−=− ,   r   0, ≥

trong ñoù ,α  laø caùc haèng soá döông cho tröôùc. 00 , rI
           Baøi toaùn (1.3),(1.4) laøtröôøng hôïp döøng cuûa baøi toaùn lieân heä vôùi 
söï ñoát chaùy bôûi böùc xaï. Trong tröôøng hôïp 0 <α 2 caùc taùc giaû trong [1] 
ñaõ chöùng minh raèng baøi toaùn (1.3),(1.4) khoâng coù lôøi giaûi döông. Sau 
ñoù, keát quaû naày ñaõ ñöôïc môû roäng trong [7] bôûi  Long, Ruy (1995) cho 
ñieàu kieän bieân phi tuyeán toång quaùt 

≤

 
(1.5)                ,   r  0. ))0,(,()0,( rurgruz =− ≥
 
           Trong [8] Ruy, Long, Bình (1997) ñaõ xeùt baøi toaùn (1.1),(1.2) vôùi 
n = 3  vaø haøm g laø lieân tuïc, khoâng giaûm vaø bò chaän döôùi bôûi moät haøm 
luõy thöøa baäc α  ñoái vôùi bieán thöù ba vaø chuùng toâi ñaõ chöùng minh raèng 
neáu  0 <α 2  thì baøi toaùn nhö theá khoâng coù lôøi giaûi döông. ≤
           Caùc taùc giaû Bình, Dieãm, Ruy, Long [2] (1998)  vaø Bình, Long [3] 
(2000) ñaõ xeùt baøi toaùn  (1.1),(1.2) vôùi  . Haøm soá g : 

 laø lieân tuïc, khoâng giaûm ñoái vôùi bieán u, thoûa 
ñieàu kieän  

3>n
),0[),0[1 +∞→+∞×−nR
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(1.6)         0 ,  M > 0 :  ≥  M ,∀  ≥  0,∀ ∈  , ∃ α ≥ ∃ ),( uxg ′ αu u x′ 1−nR
 

vaø moät soá ñieàu kieän phuï. 
 
            Trong [5], [6] caùc taùc giaû ñaõ chöùng minh söï khoâng toàn taïi lôøi giaûi 
döông cuûa baøi toaùn (1.1), (1.2) vôùi 
 
(1.7)                                         = u . ),( uxg ′ α

 
              Trong [5]  Hu  vaø  Yin (1994) ñaõ chöùng minh vôùi 

, n 3  vaø trong [6] Hu (1994) ñaõ chöùng minh vôùi 

, n 3. Cuõng caàn chuù yù raèng haøm  = u   khoâng 
thoûa caùc ñieàu kieän trong caùc baøi baùo  [2], [7], [8]. 

)2/()1(1 −−<≤ nnα

)2/(1 −<< nnα ≥

≥

),( uxg ′ α

 
              Trong luaän vaên naày, chuùng toâi xeùt toâi xeùt baøi toaùn (1.1),(1.2) 
vôùi 3. Haøm  lieân tuïc thoûa ñieàu kieän (1.6) maø (1.7) laø moät 
tröôøng hôïp rieâng. Baèng caùch xaây döïng moät daõy haøm thích hôïp chuùng 
toâi chöùng minh raèng neáu, 0 , 3, baøi toaùn (1.1), 
(1.2) khoâng coù lôøi giaûi lieân tuïc döông.  

n ≥ ),( uxg ′

)2/()1( −−≤≤ nnα n ≥

 
            Luaän vaên naày ngoaøi phaàn keát luaän vaø phaàn taøi lieäu tham khaûo seõ  
ñöôïc trình baøy trong 4 chöông: 
 
            Trong chöông 1, laø phaàn toång quan veà baøi toaùn, nguoàn goác veà 
baøi toaùn, moät soá keát quaû ñaõ coù tröôùc ñoù vaø noäi dung caàn trình baøy trong 
caùc chöông sau ñoù cuûa luaän vaên. 
           Trong chöông 2, laø phaàn thieát laäp phöông trình tích phaân phi 
tuyeán theo giaù trò bieân xuaát phaùt töø phöông trình Laplace n - chieàu trong 
nöûa khoâng gian treân  lieân keát vôùi ñieàu kieân bieân  Neumann. 
            Trong chöông 3, chuùng toâi nghieân cöùu söï khoâng toàn taïi lôøi giaûi 
döông cuûa baøi toaùn (1.1), (1.2) cuï theå vôùi n = 3. 
            Trong chöông 4, chuùng toâi nghieân cöùu söï khoâng toàn taïi lôøi giaûi 
döông cuûa baøi toaùn (1.1), (1.2)  vôùi . 3>n
           Phaàn keát luaän neâu leân moät soá keát quaû thu ñöôïc trong luaän vaên vaø 
moät soá chuù yù keøm theo.   
           Cuoái cuøng laø phaàn taøi lieäu tham khaûo. 
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CHÖÔNG 2  
 

THIEÁT LAÄP PHÖÔNG TRÌNH TÍCH PHAÂN 
 
 

Trong chöông naày, chuùng ta thieát laäp phöông trình tích phaân phi tuyeán 
theo aån haøm laø haøm giaù trò bieân xuaát phaùt töø phöông trình Laplace n - 
chieàu trong nöûa khoâng gian treân lieân keát vôùi ñieàu kieân bieân Neumann. 

 
            Tröôùc heát,  ta ñaët caùc kyù hieäu sau: 
 

}0,:),({ 1 >∈′∈′== −
+ n

nn
n

n xRxRxxxR  

}0,:),({ 1 ≥∈′∈′== −
+ n

nn
n

n xRxRxxxR  
nRx∈ , , ),(),...,,( 21 nn xxxxxx ′==

2
1222

1

1

2 )( n

n

i
i xxxx +′=









= ∑

=
. 

 
            Chuùng ta xeùt baøi toaùn: Tìm moät haøm u  coù tính chaát : 
 

( 1S )    ( ) 




∈ ++

nn RCRC I2u ,  




∈ +

n
x RC
n

u , 

( )2S  
+∞→R

lim 










∂
∂

+
>=>=

)(sup.)(sup
0,0,

xuRxu
nn xRxxRx ν

= 0, 

 
vaø thoûa phöông trình Laplace: 
 
(2.1)              ( ){ } ,0,:,,0 1 >∈′′=∈=∆ −

+ n
n

n
n xRxxxRxu  

 
vaø ñieàu kieän bieân Neumann 
 
(2.2)           , ( ) ( ) 1

1 ,0, −∈′′=′− n
x Rxxgxu
n
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trong ñoù 
ν∂
∂.   chæ ñaïo haøm theo höôùng veùctô phaùp tuyeán ñôn vò treân nöûa 

maët caàu 0, >nxR=x
1−nR

, höôùng ra ngoaøi vaø  laø haøm soá cho tröôùc lieân 

tuïc treân . 
1g

 
            Ta xeùt haøm Green cho phöông trình Laplace vôùi ñieàu kieän 
Neumann nhö sau: 
 

(2.3)   ]~[
)2(

1),( 22 nn

n
xaxa

n
xa −− −+−

−
=

ω
γ , 

trong ñoù  
 

                    ,  ,  ,  n
n Rxxx ∈′= ),( ),(~

nxxx −′= nRa +∈

                    ω  laø dieän tích cuûa quaû caàu ñôn vò trong . n
nR

 
Ta chuù yù raèng vôùi  coá ñònh, haøm γ  thuoäc lôùp C  trong 

 vaø 

nRa +∈ .),(a ∞

}~,{\ aaRn

 

(2.4)     0),(
1

2

2
=

∂

∂
=∆ ∑

=

n

i i
xa

x
γγ ,  , axax ~, ≠≠∀

 
(2.5)               γ  treân . 0)0,,( =′xa

nx 0=nx

 
Ta coá ñònh a  vaø soá thöïc . Choïn ε  ñuû nhoû sao cho nR+∈ 0>R 0>
 
             RR

nn BRaxRx Ω≡∩⊂≤−∈= ++ }:{ εεS  

vôùi }:{ RxRxB n
R <∈≡ . 

            AÙp duïng coâng thöùc Green treân mieàn εSR \Ω , ta vieát ñöôïc: 
 
(2.6)    ∫∫∫

=−Ω∂Ω

−−−=∆−∆
ε

νννν γγγγγγ
ε axS

dSuudSuudxuu
RR

)()()(
\

. 

 
Ta coù boå ñeà sau: 
 
Boå ñeà 1: Vôùi giaû thieát (  ta coù )1S
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(2.7)       )()(lim
0

audSuu
ax

=−∫
=−

→ + ε
νν

ε
γγ . 

 
Chöùng minh: Ta vieát haøm Green γ döôùi daïng: ),( xa
 
(2.8)        γ , ),(),(),( xaxasxa Φ+=
 

               n

n
xa

n
xa −−

−
= 2

)2(
1),(
ω

s , 

               )~,(~
)2(

1),( 2 xasxa
n

xa n

n
=−

−
= −

ω
Φ . 

Ta coù: 
 
(2.9) ∫∫∫

=−=−=−

−+Φ−Φ=−
ε

νν
ε

νν
ε

νν γγ
axaxax

dSsuusdSuudSuu )()()(  

 
                                       = . ),(),( 21 εε aIaI +
 
 
* Do giaû thieát , haøm  lieân tuïc 

treân 

( 1S ) ),(),(),(),( xaxauxauxax νν Φ−Φa

εS  neân 
 
(2.10)                 . 0),(lim 1

0
=

+→
ε

ε
aI

* Ñoåi bieán , chuyeån tích phaân maët treân maët caàu taâm  baùn 
kính ε  thaønh tích phaân maët treân maët caàu ñôn vò taâm O. 

yax ε+= a

 
(2.11)     ∫∫

=

−

=−

++=
1

1 )(),(
y

n

ax

dyauyaasdSus ωεεε ν
ε
ν  

                                 0)(
)2( 1

→+
−

= ∫
=yn

dyau
n

ωε
ω

ε
ν  khi ε . +→ 0

(2.12)     ∫∫
=

−

=−

++−=−
1

1 ),()(
y

n

ax

dyaasyaudSus ωεεε ν
ε
ν  

 

                                   )()(1

1

audyau
yn

→+= ∫
=

ωε
ω

 khi ε . +→ 0

 
Vaäy (2.11), (2.12) daãn ñeán  
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(2.13)                 . 0),(lim 2

0
=

+→
ε

ε
aI

 
            Töø (2.9), (2.10), (2.13) ta suy ra boå ñeà 1 ñöôïc chöùng minh. 
 
            Töø (2.6) , thay ,   vaø , sau ñoù cho  ta 
thu ñöôïc 

0=∆γ ax ≠∀ 0=∆u +→ 0ε

 
 

(2.14)                 , . ∫
Ω∂

−=
R

dSuuau )()( νν γγ Ra Ω∈∀

Boå ñeà 1 ñöôïc chöùng minh xong. 
 
Boå ñeà 2: Giaû söû  laø lôøi giaûi cuûa (2.1), (2.2)  thoûa caùc ñieàu kieän 

, ( , ta coù 
u

( )1S )2S
 
(2.15)     . ∫∫

−

′−=−
Ω∂

+∞→ 1

)(lim
n

n

R R
x

R
xdudSuu γγγ νν

Chöùng minh: 
 
Ta coù 
 

RRR SD ∪=Ω∂ ,  
}:)0,{( RxxDR ≤′′= , 

}0,:),({ >=′== nnR xRxxxxS . 

Ta vieát  
 
(2.16)    . ∫∫∫ −+−=−

Ω∂ RRR SD

dSuudSuudSuu )()()( νννννν γγγγγγ

 
Ta seõ chöùng minh raèng:  
 
(2.17)    , ∫ −

+∞→
RD

R
dSuu )(lim νν γγ ∫

−

′−=
1n

n
R

x xduγ

(2.18)   . 0)(lim =−∫+∞→
RS

R
dSuu νν γγ

 
Chöùng minh (2.17) 
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Treân  :  ν ,   RD )1,...,0,0( −=
nxuu −=ν

 *                   

n
nn

n

nnn

n
nx

xa

ax
xa
ax

xan
n

xxas
n −

−−
=

−
−

−−
−

=′ −

ωω
1)2(

)2(
1),;( 1 . 

Töông töï 

                      n
nn

n
nx

xa

ax
xxa

n ~
1),;(

−

+−
=′
ω

Φ .γ , ),(),(),( xaxasxa Φ+=

 
Do ñoù: 
                       , 0)0,;()0,;()0,;( =′Φ+′=′ xaxasxa

nnn xxxγ

hay                 
 
(2.19)             0);( =

RD
xaνγ . 

 

(2.20)             
( ) 2)2(22

1
)2(

2);(
−

+′−′
×

−
= n

n
n

D
axan

xa
R ω

γ . 

 
Töø (2.19) vaø (2.20) daãn ñeán 
 
(2.21)    . ∫∫ +∞→+∞→

=−
RR D

R
D

R
dSudSuu ννν γγγ lim)(lim

 
                                                   = . ∫∫∫

−

′−=′−=′
+∞→+∞→ 1

limlim
n

n

R

n

R R
x

D
x

R
D

R
xduxduxdu γγγ ν

 
(2.17) ñöôïc chöùng minh. 

 
Chöùng minh (2.18) 
 
Tröôùc heát ta ñaùnh giaù caùc tích phaân treân : RS
 
(i)  Ñaùnh giaù tích phaân . ∫

RS

dSuνγ

  
* Treân   ta coù RS

(2.22)     
( ) 2

1
)2(

2);(0
−−

×
−

≤≤ n
n aRn

xa
ω

γ , . RSx∈∀
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Do ñoù 

(2.23)    
( ) ∫∫ −−

×
−

≤
RR S

n
nS

dSu
aRn

dSu νν ω
γ 2

1
)2(

2  

 

                               
( ) ∫

=

−
−−

×
− 1

1
2 )(1

)2(
2

y

n
n

n
dRyRu

aRn
ω

ω ν=  

 

                               
( ) 2

)(sup
)2(

2
2

1
n

Sxn

n

n
xu

aR

R
n R

ω
ω ν

∈
−

−
×

−
×

−
≤  

 

                             
( )

)(sup
)2( 2

1
xu

aRn

R

RSx
n

n

ν
∈

−

−
×

−−
= . 

 
 (ii)  Ñaùnh giaù tích phaân . ∫

RS

dSu νγ

Ta coù 
 

(2.24)     ∑∑
==

Φ+==
∂
∂

=
n

i
ixx

n

i
ix iii

s
11

)( ννγ
ν
γ

νγ  

               
R
x

=ν . 

 
Ta coù: 
 
 

-9- 
 

(2.25)     n
ii

n

iin

n
x

xa

ax
xa
axxan

n
xas

i −

−−
=

−
−

−−
−

= −

ωω
1)2(

)2(
1);( 1 , 

                               1 . ni ≤≤
 

(2.26)     n
ii

n

iin

n
x

xa

ax
xa
axxan

n
xa

i ~
1

~
~)2(

)2(
1);( 1

−

−−
=

−
−

−−
−

=Φ −

ωω
, 

                               1 , 1−≤≤ ni
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(2.27) n
nn

n
nx

xa

axxxa
n ~

1),;(
−

+−
=′Φ
ω

. 

           Chuù yù raèng: 
 

RSx∈∀ , Rxx == ~ , :  0≥nx
 
                 aRaxax −=−≥− ,  aRaxax −=−≥− ~~ . 

 

(2.28)           1
111);(

−−
≤

−

−
≤ n

n
n
ii

n
x

xaxa

ax
xas

i ωω
 

                            
( ) ( ) 11

1111
−− −

=
−

≤ n
n

n
n aRax ωω

, 1 . ni ≤≤

Töông töï: 
 

(2.29)           1~
11

~
1);(

−−
≤

−

−
≤Φ n

n
n
ii

n
x

xaxa

ax
xa

i ωω
 

                            
( ) ( ) 11

11
~

11
−− −

=
−

≤ n
n

n
n aRax ωω

, 1 , 1−≤≤ ni

 

(2.30)    
( ) 11

11
~
11

~
1);(

−− −
≤

−
≤

−

+
=Φ n

n
n

n
n
nn

n
x

aRxaxa

axxa
n ωωω

. 

 
Ta suy töø  (2.24),(2.28),(2.29),(2.30) raèng: 
 

 (2.31)                
( ) 1

1

12)(
−

= −
≤Φ+≤ ∑ n

n

n

i
ixx

aR

ns
ii ω

νγν , . RSx∈∀

-10- 
 

Do ñoù: 

(2.32)       
( ) ∫∫

∈
−−

×≤
RRR SSxn

nS

dSxu
aR

ndSu )(sup12
1ω

γν  

 

                                  
( ) 2

)(sup12 1
1

nn

Sxn
n

Rxu
aR

n

R

ω
ω

−

∈
−−

×≤  
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( )

)(sup1

1
xu

aR

nR

RSx
n

n

∈
−

−

−
= . 

 
Ta suy töø (2.23), (2.32) raèng: 
 

(2.33)      ≤−∫
RS

dSuu )( νν γγ
( )

)(sup
)2( 2

1
xu

aRn

R

RSx
n

n

ν
∈

−

−
×

−−
 

 

                                                   
( )

)(sup1

1
xu

aR

nR

RSx
n

n

∈
−

−

−
+ . 

 
Söû duïng giaû thieát , töø (2.33) ta suy ra  .  ( 2S )

)

0)(lim =−∫+∞→
RS

R
dSuu νν γγ

          Do ñoù (2.18) ñöôïc chöùng minh. 
 
          Vaäy boå ñeà 2 ñöôïc chöùng minh xong. 
 
           Keát quaû sau ñaây ñöôïc suy ra töø (2.14) vaø Boå ñeà 2. 
 
 
Boå ñeà 3: Giaû söû  laø lôøi giaûi cuûa (2.1), (2.2)  thoûa caùc ñieàu kieän 

, ( , ta coù 
u

( )1S 2S
 
(2.34)        , . ∫∫

−−

′′′=′−=
11

)()0,;()( 1
nn

n
RR

x xdxgxaxduau γγ nRa +∈∀

 
            Ta coù ñònh lyù sau: 
 

-11- 
 

Ñònh lyù 1: Neáu lôøi giaûi  cuûa baøi toaùn (1.1), (1.2)  vôùi g : 
 laø haøm  lieân tuïc thoûa caùc tính chaát , ( ) , 

khi ñoù u  laø lôøi giaûi cuûa phöông trình tích phaân phi tuyeán sau: 

u
),0[),0[1 +∞→+∞×−nR ( )1S 2S

 

 (2.35)     
( )∫

−
−

+′−′

′′′
−

=′
1

2)2(22

))0,(,(
)2(

2),(
nR

n
n

n
n

aax

xdxuxg
n

aau
ω

,    

                               ∀ . n
n Raa +∈′ ),(
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CHÖÔNG 3 

 
 SÖÏ KHOÂNG TOÀN TAÏI LÔØI GIAÛI DÖÔNG  

CUÛA BAØI TOAÙN VÔÙI  N = 3  
 

 
            Chuùng toâi xeùt baøi toaùn (1.1),(1.2) cuï theå vôùi n = 3 nhö sau: 
 
 
(3.1)              ( ){ } ,0,,,),,(,0 33 >∈=∈=∆ + zRzyxRzyxu  
 
(3.2)           . ( ) ( )( ) 2),(,0,,,,0,, Ryxyxuyxgyxuz ∈=−

 
vôùi g :  thoûa ñieàu kieän: ),0[),0[2 +∞→+∞×R
 

)( 1G  g laøhaøm  lieân tuïc, 
 

)( 2G  Toàn taïi hai haèng soá , α sao cho : 0>M 0≥
 
                 , ∀ . αuMuyxg ≥),,( 0,, ≥∀∈ uRyx

 
Caùc tính chaát ( ), (  ñöôïc cuï theå laïi nhö sau: 1S )2S
 

( )*
1S     )()( 332

++ ∩∈ RCRCu , )( 3
+∈ RCzu , 

 
( )*

2S   (i)   0),,(suplim
0,2222

=
>=+++∞→

zyxu
zRzyxR

, 

         (ii)  

0),,(),,(),,(suplim
0,2222

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

>=+++∞→
zyx

z
uzzyx

y
uyzyx

x
ux

zRzyxR
. 

 
Khi ñoù ta coù ñònh lyù sau: 
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Ñònh lyù 2: Neáu lôøi giaûi  cuûa baøi toaùn (3.1), (3.2)  vôùi g :  

laø haøm lieân tuïc thoûa caùc tính chaát 

u ),0[2 +∞×R

),0[ +∞→ ( )*
1S , ( )*

2S . Khi ñoù u  laø lôøi 
giaûi cuûa phöông trình tích phaân phi tuyeán sau: 
 

 (3.3)  ηξ
ηξ

ηξηξ
π

dd
zyx

ugzyxu
R
∫∫

+−+−
=

2 222 )()(

))0,,(,,(
2
1),,( , . 3),,( +∈∀ Rzyx

 
           Ta cuõng giaû söû raèng giaù trò bieân cuûa lôøi giaûi u  cuûa baøi 
toaùn (3.1), (3.2) thoûa ñieàu kieän: 

)0,,( yxu

 

( )*
3S    Tích phaân ηξ

ηξ

ηξηξ dd
yx

ug

R
∫∫

−+−2 22 )()(

))0,,(,,(   toàn taïi  . 2),( Ryx ∈∀

 
            Ta phaùt bieåu keát quaû chính trong phaàn naày nhö sau: 
 
Ñònh lyù 3: Giaû söû raèng  g  thoûa caùc giaû thieát ,  vôùi 0 . 

Khi ñoù baøi toaùn (3.1), (3.2) khoâng coù lôøi giaûi döông thoûa

)( 1G )( 2G 2≤<α

( )*
1S , ( )*

2S , ( )*
3S . 

 
Chöùng minh ñònh lyù 3: 
 
Baèng phöông phaùp phaûn chöùng, giaû söû raèng baøi toaùn (3.1), (3.2) coù lôøi 
giaûi döông u thoûa ),,( zyxu= ( )*

1S , ( )*
2S , ( )*

3S . Duøng ñònh lyù hoäi tuï bò 

chaän, cho  trong phöông trình tích phaân (3.3), nhôø vaøo +→ 0z ( )*
3S , ta 

thu ñöôïc: 
 

(3.4)     ηξ
ηξ

ηξηξ
π

dd
yx

ugyxu
R
∫∫

−+−
=

2 22 )()(

))0,,(,,(
2
1)0,,( , . 2),( Ryx ∈∀

 
Ta ñaët: . Khi ñoù, ta vieát laïi (3.4) nhö sau: ),()0,,( yxuyxu ≡
 
(3.5)           ),))](,(,,([),( yxugAyxu ηξηξ=
 

                              ηξ
ηξ

ηξηξ
π

dd
yx

ug

R
∫∫

−+−2 22 )()(

)),(,,(
2
1

≡ , ∀ . 2),( Ryx ∈

 
trong ñoù  laø moät toaùn töû tuyeán tính xaùc ñònh baèng coâng thöùc: A
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(3.6)         ∫∫
−+−

=
2 22 )()(

),(
2
1),)](,([
R yx

ddvyxvA
ηξ

ηξηξ
π

ηξ , . 2),( Ryx ∈∀

 
            Ñeå chöùng minh ñònh lyù 3, ta chæ caàn chöùng minh raèng phöông 
trình tích phaân (3.5) khoâng coù lôøi giaûi döông lieân tuïc. 
 
Tröôùc heát ta caàn moät soá baát ñaúng thöùc ñaùnh giaù sau ñaây: 

 
Boå ñeà 4. Vôùi moïi  ta coù: 2),( Ryx ∈
 

(i) +∞=++ − ),(])1([ 22 yxA αηξ ,  neáu , 10 ≤<α

 

(ii) 1
)1)(1(2

1),(])1([
22

22
−

++−
≥++ −

α
α

ηξ α

yx
yxA  ,  

                                                                                                      neáu α , 1>
 

(iii) 
22

22
222

4

)1ln(
),(])1([

yx

yx
yxA

+

++
≥++ −ηξ  , neáu α . 2=

 
Chöùng minh boå ñeà 4: 
 
(i) :  Söû duïng baát ñaúng thöùc sau ñaây 10 ≤<α

 

(3.7)      
222222

1

)()(

1

ηξηξ +++
≥

−+− yxyx
 

                                                 
2222 1

1

1

1

ηξ ++
×

++ yx
≥ ,  

 
                                                                                      , Ryx ∈∀ ηξ ,,,
vaø sau ñoù ñoåi bieán soá qua toïa ñoä cöïc, ta thu ñöôïc 
 

(3.8)    ),(])1([ 22 yxA αηξ −++  
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∫∫
+++++

≥
2 )()1(2

1
222222

R yx

dd

ηξηξ

ηξ
π α  

                                              +∞=
+++

∫
+∞

0
22 )()1( yxrr

rdr
α≥ . 

 
(ii) α : Töông töï nhö (3.8), ta coù 1>
 

(3.9)    ),(])1([ 22 yxA αηξ −++  ∫
+∞

+++
≥

0
22 )()1( yxrr

rdr
α  

 

                                                           ∫
+∞

+ +++22 )()1( 22
yx yxrr

rdr
α≥ . 

Töø baát ñaúng thöùc sau 
 

(3.10)          
2
1

22
≥

++ yxr

r ,      22 yxr +≥∀ , 

 
ta thu ñöôïc töø (3.9) raèng 
 

(3.11)    ),(])1([ 22 yxA αηξ −++  ∫
+∞

+ +
≥

22 )1(2
1

yx r

dr
α  

                                                             1
)1)(1(2

1
22 −

++−
α

α yx
=  . 

 
(iii) α : Töông töï nhö (3.8), ta coù 2=
 

(3.12)    ),(])1([ 222 yxA −++ ηξ  ∫
+∞

+++
≥

0
22 )()1(

2
yxrr

rdr  

 

                                                             ∫
+∞

+++
≥

1
22 )()1(

2
yxrr

rdr . 

Söû duïng baát ñaúng thöùc 
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(3.13)          
rr

r
4
1

)1( 2 ≥
+

,      , 1≥∀r

ta suy ra 
 

(3.14)    ),(])1([ 222 yxA −++ ηξ  ∫
+∞

++
≥

1
22 )(4

1

yxrr

dr  

                        ∫
+∞

++
−

+
=

1
2222

)11(
4

1 dr
yxrryx

 

                        

+∞

++
×

+ 1
2222

)ln(
4

1

yxr

r

yx
=     

                        
22

22

4

)1ln(

yx

yx

+

++
= . 

 
            Boå ñeà 4 ñöôïc chöùng minh. 
 
            Baây giôø, ñeå tieáp tuïc chöùng minh, ta giaû söû raèng toàn taïi 

 sao cho u . Do u  lieân tuïc, khi ñoù toàn taïi  
sao cho 

2
00 ),( Ryx ∈ 0),( 00 >yx 00 >r

 

(3.15)            000 ),(
2
1),( myxuyxu ≡> ,   

 
                              . })()(:),{(),(),( 2

0
2

0
2

0000
ryyxxyxyxByx r <−+−=∈∀

 
Ta suy töø ( , (3.5), (3.15) vaø tính ñôn ñieäu cuûa toaùn töû , raèng )2G A
 
(3.16)        ),)](,([),))](,(,,([),( yxuMAyxugAyxu ηξηξηξ α≥=
 

                             ∫∫
−+−2 22 )()(

),(
2

R yx

dduM

ηξ

ηξηξ
π

α
=  

                                       

∫∫
−+−

≥
),(

22
0

000
)()(2

)(

yxBr yx

ddmM

ηξ

ηξ
π

α
, 

 . 2),( Ryx ∈∀
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Söû duïng baát ñaúng thöùc sau ñaây 
 

(3.17)   222222 )()( ηξηξ +++≤−+− yxyx  
 

                      )1)(1( 2222 ηξ ++++≤ yx  
 

                      ))()(1)(1( 2
0

2
0

2
0

2
0

22 yxyxyx −+−+++++≤ ηξ  

 

                      )1)(1( 2
0

2
0

2
0

22 ryxyx +++++≤ ,  

  
Ryx ∈∀ , ,∀ η ,  ta thu ñöôïc: ),(),( 000

yxBr∈ξ

 

(3.18)      ∫∫
−+−),(

22
0

000
)()(2

)(

yxBr yx

ddmM

ηξ

ηξ
π

α
 

 

                       ∫∫
+++++

≥
),(

2
0

2
0

2
0

22

0

000
)1)(1(

2
)(

yxBr

dd
ryxyx

mM

ηξπ

α

 

                      2
02

0
2
0

2
0

22

0

)1)(1(
2

)(

r
ryxyx

mM

ππ

α

+++++
≥  

 

                        
)1(

1

)1(
2

)(

222
0

2
0

2
0

2
0

0

yxryx

rmM

++
×

+++
≥

π
π

α

. 

 
Ta suy töø  (3.16), (3.18) raèng 
 

(3.19)      ),(
1

),( 122
1 yxu
yx

myxu ≡
++

≥     , Ryx ∈∀ ,

                vôùi  
)1(2 2

0
2
0

2
0

2
00

1
ryx

rmM

+++
=

α
m . 

 
Ta xeùt caùc tröôøng hôïp khaùc nhau cuûa α . 
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Tröôøng hôïp 1: 0 . 1≤<α
 
Ta thu ñöôïc töø ( , (3.5), (3.19) vaø tính ñôn ñieäu cuûa toaùn töû , raèng )2G A
 
(3.20)            ),)](,([),))](,(,,([),( yxuMAyxugAyxu ηξηξηξ α≥=

                                ≥  ),)](,([ 1 yxuMA ηξα

                          

                                +∞=++ − ),(])1([ 22
1 yxAmM αα ηξ= ,  

 
do boå ñeà 4,(i).  Ñaây laø ñieàu voâ lyù. 
 
Tröôøng hôïp 2: 1 . 2<<α
 
AÙp duïng boå ñeà 4, (ii), ta thu ñöôïc töø , (3.5), vaø tính ñôn ñieäu cuûa 
toaùn töû  , raèng 

)( 2G
A

 
(3.21)           ),)](,([),))](,(,,([),( yxuMAyxugAyxu ηξηξηξ α≥=
 
                                ≥  ),)](,([ 1 yxuMA ηξα

 

                                ),(])1([ 22
1 yxAmM αα ηξ −++=  

 

                                                        1
)1)(1(2 22

1
−

++−
α

α

α

yx

mM
≥  

 

                                                        ),()1( 2
22

2
2 yxuyxm
q
≡++=

−
, 

 
trong ñoù 
 

(3.22)          
)1(2

1
2 −
=

α

αmMm ,   . 12 −=αq

 
Baèng quy naïp ta giaû söû raèng 
 

(3.23)      1)1(),(),( 22
11

−−
−− ++≡≥ kq
kk yxmyxuyxu , . Ryx ∈∀ ,

 20 



 
Neáu α , khi ñoù, söû duïng boå ñeà 4, (ii), ta thu ñöôïc töø , (3.5), 
(3.23) raèng 

11 >−kq )( 2G

 
(3.24)           ),)](,([),))](,(,,([),( yxuMAyxugAyxu ηξηξηξ α≥=
 
                                ≥  ),)](,([ 1 yxuMA k ηξα

−

 

                                ),(])1([ 122
1 yxAmM kq

k
−−

− ++ αα ηξ=  
 

                                11)1)(1(2 22
1

1
−−

++−−

−
kqyxq

mM

k

k
α

α

α
≥  

 

                               ),()1( 22 yxuyxm kk
kq
≡++

−
= , 

 
 

trong ñoù caùc daõy soá { ñöôïc xaùc ñònh bôûi coâng thöùc qui naïp: }{}, kk mq
 
(3.25)    , ;  , 11 −= −kk qq α ,...3,2=k 11 =q
 

(3.26)   
k

k
k q

mM
m

2
1

α
−= ,   ,...3,2=k

 
Töø (3.25), (3.26) ta thu ñöôïc 
 

(3.27)     
1
)2(1 1

−
−−

=
−

α
αα k

kq , 
k

k
k q

mM
m

2
1

α
−= ,  . ,...3,2=∀k

 
Do 1 , ta coù theå choïn ñöôïc soá töï nhieân , phuï thuoäc vaøo α , sao 
cho: 

2<<α 0k

 

(3.28)   
ln

)2ln(1
ln

)2ln(
0

αα −
−<≤

−− k . 

 
Vôùi soá töï nhieân  ñöôïc choïn, ta coù  0k
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(3.29)   .  10
0
≤< kqα

 
Söû duïng boå ñeà 4, (i), ta thu ñöôïc töø , (3.5), (3.24), (3.29),  raèng )( 2G
 
(3.30)           ),)](,([),))](,(,,([),( yxuMAyxugAyxu ηξηξηξ α≥=
 
                                ≥  ),)](,([

0
yxuMA k ηξα

                                ∞+=++=
− ),(])1([ 0

0

22 yxAmM kq
k

αα ηξ . 

 
Ñònh lyù 3 ñöôïc chöùng minh cho tröôøng hôïp 2. 
 
Tröôøng hôïp 3: α . 2=

 
Vôùi α , aùp duïng boå ñeà 4, (iii), ta thu ñöôïc töø ( , (3.5), vaø tính ñôn 
ñieäu cuûa toaùn töû , raèng 

2= )2G
A

 
(3.31)           ),)](,([),))](,(,,([),( 2 yxuMAyxugAyxu ηξηξηξ ≥=
 
                                 ),)](,([ 2

1 yxuMA ηξ≥
 

                                ),(])1([ 2222
1 yxAmM −++= ηξ  

 

                                
22

22
2
1

4

)1ln(

yx

yx
mM

+

++
≥ . 

 
Ta suy ra töø (3.31)  raèng 
 
(3.32)      ),(),( 2 yxvyxu ≥
 

                                 











≤+

≥+











 ++

+=

.1,0

,1,)
2

1
ln(

22

22
22

22
2

2

yx

yx
yx

yx

C
p

 

 
trong ñoù  
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 (3.33)            , 12 =p 2
12 4

1MmC =  .  

 
Giaû söû raèng: 
 
(3.34)          ),(),( 1 yxvyxu k−≥

 

                              











≤+

≥+











 ++

+=

−

−

.1,0

,1,)
2

1
ln(

22

22
22

22
1

1

yx

yx
yx

yx

C
kp

k
 

 
 
trong ñoù  laø caùc haèng soá döông. 11, −− kk Cp
 
          Söû duïng giaû thieát vaø  (3.5), (3.34), ta coù: )( 2G
 
(3.35)     ),)](,([),))](,(,,([),( 2 yxuMAyxugAyxu ηξηξηξ ≥=
 
                          ),)](,([ 2

1 yxvMA k ηξ−≥

 

                         ∫∫
−+−

−

2 22

2
1

)()(

),(
2

R

k

yx

ddvM

ηξ

ηξηξ
π

=  

 

                        ∫∫
≥+

−

−+−1
22

2
1

22 )()(

),(
2

ηξ ηξ

ηξηξ
π yx

ddvM k≥  

                       ∫∫
≥+

−

−+−+













 ++
−

1
2222

2
22

2
1

22

1

)()()(

)
2

1
ln(

2
ηξ ηξηξ

ηξ
ηξ

π yx

dd
MC

kp

k≥  

 

                   ∫∫
≥+

−

++++













 ++

≥

−

1
222222

2
22

2
1

22

1

)()(

)
2

1
ln(

2
ηξ ηξηξ

ηξ
ηξ

π yx

dd
MC

kp

k  
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                   ∫
∞+

−
++







 + −

1
22

2

2
1

)(

)
2

1ln(
1

yxrr

drr

MC

kp

k≥ . 

 
            Ta xeùt tröôøng hôïp , ta coù 122 ≥+ yx
 

(3.36)        ∫∫
∞+

+

∞+

++







 +

≥
++







 + −−

22

11

)(

)
2

1ln(

)(

)
2

1ln(

22

2

1
22

2

yx

pp

yxrr

drr

yxrr

drr kk

 

 

                ∫
∞+

+ ++












 ++
≥

−

22

1

)(
)

2
1

ln(
22

2
22

yx

p

yxrr

dryx
k

 

 

     ∫
∞+

+ ++
−

+












 ++
=

−

22

1

)11(1)
2

1
ln(

2222

2
22

yx

p

dr
yxrryx

yx
k

 

 

              

+∞

+
++

×
+













 ++
=

−

22

1

2222

2
22

ln1)
2

1
ln(

yx

p

yxr

r

yx

yx
k

 

 

              
22

2
22 2ln)

2
1

ln(
1

yx

yx
kp

+












 ++
=

−

. 

 
           Vôùi , ta suy töø (3.35), (3.36) raèng  122 ≥+ yx
 

(3.37)       ∫
∞+

−
++







 +

≥

−

1
22

2

2
1

)(

)
2

1ln(
),(

1

yxrr

drr

MCyxu

kp

k  

 

                            
12

22

22

2
1 )

2
1

ln(
2ln

−













 ++

+
≥ −

kp

k yx

yx

MC
. 
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           Töø (3.35), (3.37) , ta thu ñöôïc 
 
(3.38)      ),(),( yxvyxu k≥

 

                                 











≤+

≥+











 ++

+=

.1,0

,1,)
2

1
ln(

22

22
22

22

yx

yx
yx

yx

C
kp

k
 

 
 
trong ñoù  laø caùc haèng soá döông xaùc ñònh bôûi caùc coâng thöùc qui 
naïp. 

kk Cp ,

 
(3.39)      , , . 12 −= kk pp 2ln2

1−= kk MCC ,...4,3=k
 
Töø (3.33),(3.39) ta coù 
 

(3.40)     ,      22 −= k
kp

11 2
1

12 )2ln
2
1(

2ln
1 −− −=

kk
mMCk . 

 
Nhôø vaøo (3.40) ta vieát laïi (3.38) vôùi  nhö sau 122 ≥+ yx
 
(3.41)     ),(),( yxvyxu k≥

                          

22
22

2
1

2
22

)
2

1
ln(2ln

4
1

2ln

1
−













 ++

+
=

k

yx
mM

yxM
. 

 

Choïn  sao cho yx, 1)
2

1
ln(2ln

4
1 22

2
1

2 >
++ yx

mM  hay 

 

(3.42)                   02
1

2
22 )

2ln
4exp(21 ρ≡+−>+
mM

yx . 

 
Khi ñoù ta coù 
 

(3.43)                  ,  +∞=≥
+∞→

),(lim),( yxvyxu k
k

0
22 ρ>+ yx . 
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Ñieàu naày voâ lyù. Ñònh lyù 3 ñöôïc chöùng minh cho tröôøng hôïp 3. 
 
Toå hôïp caùc tröôøng hôïp 1-3 chuùng thaáy raèng ñònh lyù 3 ñöôïc chöùng minh. 
 
Chuù thích 1.  
 
Keát quaû cuûa ñònh lyù 3 maïnh hôn keát quaû trong [8] Ruy, Long, Bình. 
Thaät vaäy, töông öùng vôùi cuøng phöông trình (3.1), (3.2), caùc giaû thieát sau 
ñaây ñaõ duøng trong [8] khoâng caàn thieát ôû ñaây 
 

)( 3G  khoâng giaûm ñoái vôùi bieán thöù ba  ,i.e., ),,( uyxg
 
            ( , ∀ , ∀ . 0)))(,,(),,( ≥−− vuvyxguyxg Ryx ∈, 0, ≥vu

 

)( 4G  Tích phaân ∫∫
++2 221

)0,,(

R yx

dxdyyxg   toàn taïi vaø döông. 

 
Chuù thích 2. Chuù yù raèng vôùi , haøm  khoâng giaûi 
quyeát ñöôïc trong [8] vì khoâng thoûa giaû thieát , trong khi ñoù chuùng 
toâi ñaõ giaûi ñöôïc ví duï naày trong luaän vaên. 

20 ≤<α αuuyxg =),,(
)( 4G

 
Chuù thích 3.  
 
Tröôøng hôïp α , caùc taùc giaû Bunkin, Galaktionov, Kirichenko, 
Kurdyumov, Samarsky [1] coù cho moät ñaùnh giaù töông töï nhö  (3.38) 
nhöng phöùc taïp hôn, maø ôû ñoù  ñöôïc cho döôùi daïng cuûa moät chuoãi 
haøm. 

2=

kv

 
Chuù thích 4. Keát quaû cuûa ñònh lyù 3 khoâng coøn ñuùng vôùi α . Ta xeùt 
phaûn ví duï sau ñaây vôùi α  vaø . Ta coù g  thoûa caùc giaû 
thieát , . Khi ñoù haøm soá 

2>
3= 3),,( uuyxg =

)( 1G )( 2G

                       
222 )1(

1),,(
+++

=
zyx

zyxu  

laø lôøi giaûi döông cuûa baøi toaùn (3.1), (3.2) vaø thoûa ( )*
1S , ( )*

2S , ( )*
3S . 
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CHÖÔNG 4 
 

SÖÏ KHOÂNG TOÀN TAÏI LÔØI GIAÛI DÖÔNG  
VÔÙI TRÖÔØNG HÔÏP  N  > 3  

 
 
             Trong phaàn naày ta xeùt baøi toaùn Neumann sau ñaây vôùi : 3>n
 
             Tìm moät haøm  laø lôøi giaûi cuûa baøi toaùn Neumann  u
 
(4.1)              ( ){ } ,0,:,,0 1 >∈′′=∈=∆ −

+ n
n

n
n xRxxxRxu  

 
(4.2)             , ( ) ( )( ) 1,0,,0, −∈′′′=′− n

x Rxxuxgxu
n

 
thoûa caùc tính chaát: 
 

( 1S )    ( ) 




∈ ++

nn RCRC I2u ,  




∈ +

n
x RC
n

u , 

 

( )2S  
+∞→R

lim 










∂
∂

+
>=>=

)(sup.)(sup
0,0,

x
x
uRxu
nxRxxRx nn

= 0, 

 
ÔÛ ñaây cho tröôùc thoûa caùc ñieàu kieän sau: ),0[),0[: 1 +∞→+∞×−nRg
 
( )1G   laø haøm lieân tuïc,  g
 
( )2G    0 , ∃  M > 0 :    M u , ∀   0,  ∈  . ∃ α ≥ ),( uxg ′ ≥ α u ≥ x′∀ 1−nR
 
vaø moät soá ñieàu kieän phuï seõ ñaët sau. 
 
             Khi ñoù, Neáu  laø haøm lieân tuïc vaø lôøi giaûi u  baøi toaùn (4.1),(4.2) 
coù caùc tính chaát ( ),  , thì  u   laø nghieäm cuûa phöông trình tích 
phaân sau ñaây  

g

1S ( 2S )
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 (4.3)       ( )
( ) ( )∫

−
−

+′−′

′′′
−

=′
1

2222

)0,(,
)2(

2),(
nR

n
n

n
n

xxy

ydyuyg
n

xxu
ω

nR+∈

, 

, ),( nxx′∀

trong ñoù ω  laø dieän tích cuûa maët caàu ñôn vò trong . n
nR

 
Ñaây laø keát quaû trong phaàn thieát laäp phöông trình tích phaân (chöông 2, 
ñònh lyù 1 ), trong ñoù coù söï thay ñoåi caùc kyù hieäu trong caùch vieát: 

, ( . ),(),( nn xxxaa ′=→′ ),(), nn yyyxx ′=→′

 
Ta cuõng giaû söû raèng giaù trò bieân  u  cuûa lôøi giaûi  cuûa baøi toaùn 
(4.1), (4.2) thoûa tính chaát: 

)0,(x′ u

 

( 3S ) Tích phaân ( )
∫
−

−′−′

′′′

1
2

)0,(,
nR

nxy
ydyuyg   toàn taïi, ∀ ∈  . x′ 1−nR

 
Khi ñoù, ta phaùt bieåu keát quaû chính trong phaàn naày nhö  sau: 

 
Ñònh lyù 4. Neáu  thoûa caùc giaû thieát ,  vôùi  vaø 

. Khi ñoù, baøi toaùn (4.1),(4.2)  khoâng coù lôøi giaûi 
döông thoûa . 

g
)2

( )3S

( )1G ( 2G )

)

3>n
/()1(0 −−≤≤ nnα

( )−1S
 
Chuù thích 5.1. Keát quaû naày maïnh hôn keát quaû trong [2], [8]. Thaät vaäy, 
ôû cuøng baøi toaùn (4.1), (4.2), caùc giaû thieát  sau ñaây ñaõ söû duïng trong caùc 
baøi baùo [2], [8] maø trong chöông naày khoâng caàn ñeán: 
 
( )3G   laø haøm khoâng giaûm ñoái vôùi bieán  u , i.e., ),( uxg ′

 
             0  ∀  x ∈  , ∀ u 0, v 0, ( )(),(),( vuvxguxg −′−′ ) ≥ NR ≥ ∀ ≥
 

( 4G  Tích phaân  ∫
−

−′+

′′

1
2)1(

)0,(
nR

nx
xdxg  toàn taïi vaø döông. 

 
Chöùng minh ñònh lyù 4 
 
Ta chöùng minh baèng phaûn chöùng. Giaû söû raèng baøi toaùn (4.1), (4.2) coù lôøi 
giaûi döông u thoûa caùc ñieàu kieän ( ) . Duøng ñònh lyù hoäi ),( nxxu ′= −1S ( 3S )
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tuï bò chaän Lebesgue, cho  trong phöông trình tích phaân (4.3), 
nhôø vaøo , ta thu ñöôïc: 

+→ 0nx
( 3S

∫
−

′

1

,

nR y

yg

y= ,(x′

′ 0,(xu

N=1

∫
− −′

′

1

,

nR y

uyg

)]()) xy

′)(xu

)(xu

xy

yv
N−− 1
)(yvA ([

(2 N

1([A ∞+

1([ N
NN

q
b

−− 2)1(
ω

)
 

(4.4)     ( )
−′−′

′′
−

= 2
)0,(

)2(
2) n

n x

ydyu
n ω

      ∈  . x′∀ 1−nR

 
Ta vieát laïi phöông trình tích phaân (4.3) baèng caùch thay laïi caùc kyù 
hieäu ,  , , u , i.e., n − xx =′ y′ )()0 xu ′=
 

(4.5)     ( )
−′

′′
−

= 2
)(

)2(
2

n
n x

ydy
n ω

,    ∈  . x′∀ 1−nR

hay 
 

(4.6)         ,  , (,([ uygA= NRx∈∀
 
trong ñoù A  laø toaùn töû tích phaân tuyeán tính cho bôûi coâng thöùc nhö sau 
 

(4.7)     dybx
NR

N ∫=))]( , 

 
vôùi b = . N ( ) 1

1)1 −
+− Nω

 
Ñeå chöùng minh ñònh lyù 4, ta chæ caàn chöùng minh raèng phöông trình tích 
phaân (4.6) khoâng coù lôøi giaûi lieân tuïc döông. 
 
Tröôùc heát ta caàn moät soá baát ñaúng thöùc sau ñaây: 
 
Boå ñeà 5. Vôùi moïi   ta coù: NRx∈
 
 (4.8)      )]() xy q−+ = ,  neáu  , 10 ≤≤ q

 (4.9) )]() xyA q−+ ≥ qx −+ 1
1 )1( ,   neáu  . 1>q

 
Chöùng minh boå ñeà 5. 
 
Ta coù töø coâng thöùc (4.7)  raèng 
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 (4.10)      dy
xy

y
bxyA

NR
N

q

N
q ∫ −

−
−

−

+
=+ 1

)1(
)]()1([  

 

                                               dy
xy

y
b

NR
N

q

N ∫ −

−

+

+
1)(

)1(
≥  

 

                                              q
ry

rN

q

N JdSdr
xr
rb =

+

+
≥ ∫∫

=

+∞

−

−

0
1)(

)1( . 

trong ñoù ∫
=ry

rdS

N

 laø tích phaân maët treân maët caàu, taâm O , baùn kính  

trong .Tích phaân naày chính laø dieän tích cuûa maët treân maët caàu 

r

R
ry = , töùc laø: 

(4.11)                             N
N

ry
r rdS ω1−

=

=∫ . 

 
Vaäy, ta suy töø  (4.10), (4.11) raèng  
 

(4.12)      dr
xr
rrbJxyA N

Nq

NNq
q ∫

+∞

−

−−
−

+

+
=≥+

0
1

1

)(
)1()]()1([ ω  

 

                                                      ∫
+∞

−− ++=
0

1)1()1( dr
r
x

rb Nq
NNω  

 
                                                       . qNN Ib ω≡

 
Tích phaân  phaân kyø khi q  vaø hoäi tuï khi . Hôn nöõa, ta coù qI 1≤ 1>q
 

(4.13)            ∫
+∞

−− ++=
0

1)1()1( dr
r
x

rI Nq
q  

 

                           ∫
+∞

−− ++≥
x

Nq dr
r
x

r 1)1()1(  

 

 30 



                           q
N

x

Nq x
q

drr −
−+∞

−− +
−

=+∫ 1
1

1 )1(
1

22)1(≥ . 

 
Do ñoù boå ñeà 5  ñöôïc chöùng minh. 
 
 Baây giôø, ñeå tieáp tuïc chöùng minh ñònh lyù 4, ta giaû söû raèng toàn taïi 

 sao cho u . Vì  lieân tuïc neân toàn taïi   sao cho: NRx ∈0 0)( 0 >x u 00 >r
 

(4.14)             )(
2
1)( 0xuxu >    00, rxxRx N ≤−∈∀ . 

 
Ta suy töø giaû thieát , (4.6), (4.14)  raèng ( 2G )
 
(4.15)  )]())(,([)( xyuygAxu = ))](([ xyuMA α≥
 

                   ≥  α))(
2
1( 0xubM N ∫

≤−
−−

00
1

rxy
Nxy

dy ,  ∀ . NRx∈

 
Söû duïng baát ñaúng thöùc sau  
 
(4.16)    )1)(1( 00 xyxxxy −+++≤−  

                         )1)(1( 00 rxx +++≤ ,           ∀ ∈ , yx, NR 00 rxy ≤− , 

 
ta suy töø  (4.15), (4.16) raèng  
 

(4.17)     )(xu ≥ α))(
2
1( 0xubM N ∫

≤−
−−

00
1

rxy
Nxy

dy  

 

                 ≥ α))(
2
1( 0xubM N ∫

≤−
−− +

×
++

×
00

11
00 )1(

1
)1(

1

rxy
NN dy

xrx
 

 

                 α))(
2
1( 0xubM N=

N
r

xrx

N
N

NN
0

11
00 )1(

1
)1(

1 ω
−− +

×
++

×  ,       

NRx∈∀ . 
 
Ta vieát laïi 
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(4.18)        1)1()()( 11

qxmxuxu −+=≥  , , NRx∈∀

 
trong ñoù 
 

(4.19)       , 11 −= Nq 1
00

00
1

)1(2
)(
−++

= N

N
NN

rxN
xurbM

m
α

αω
. 

 
Söû duïng moät laàn nöõa ñaúng thöùc (4.6), ta suy töø giaû thieát , (4.18)  
raèng 

( 2G )

 
(4.20)      M)(xu ≥ ))](([ xyuAM α ≥ )]()1[( 1

1 xyAm qαα −+  . x∀ ∈ NR
 
Baây giôø ta xeùt caùc tröôøng hôïp khaùc nhau cuûa giaù trò α . 
 

Tröôøng hôïp 1:     0≤ α ≤
1

1
−N

. 

 
 Ta suy ra töø (4.8), (4.19), (4.20)  vôùi   =α ,  raèng α=q 1q 1)1( ≤−N
 
(4.21)           . +∞=)(xu NRx∈∀
 
Ñoù laø ñieàu voâ lyù. 

 

Tröôøng hôïp 2:  
1

1
−N

< α <
1−N

N . 

 
Söû duïng (4.9) vôùi q  , ta suy ra töø (4.20) raèng: α= 1)1(1 >−= Nq α
 
(4.22)     M )(xu ≥ )]()1[( 1

1 xyAm qαα −+   

 

                      ≥ 11
1

1
1 )1(

2)1(
q

N
NN x

q
bmM αα

α

ω −
−

+
−

,  ∀ ∈ . x NR

hay 
(4.23)            2)1()()( 22

qxmxuxu −+=≥ , , NRx∈∀

 
trong ñoù 
 

 32 



(4.24)        =α ,   =  2q 11 −q 2m
2

1
1

2 q
mbM

N
NN

−

αω
. 

 
Giaû söû raèng 
 
(4.25)   =)(xu ≥ )(1 xuk− 1−km 1)1( −−+ kqx ,  . x∀ ∈ NR
 
Neáu   α , khi ñoù ta duøng baát ñaúng thöùc (4.9) vôùi , 
ta thu ñöôïc töø giaû thieát , (4.6), (4.25), raèng 

11 >−kq α=q 11 >−kq
( 2G )

  
(4.26)        )(xu ≥ ))](([ xyuAM α ≥ )]()1([ 1

1 xyAmM kq
k

−−
− + αα  

 

                     ≥ 11
1

1
1 )1(

2)1(
−−

−
−

− +
−

kq
N

k

NN
k x

q
bmM αα

α

ω
 

 
                      m≥ k

kqx −+ )1(   =   , )(xuk x∀ ∈ NR
 
trong ñoù caùc daõy { }, { ñöôïc xaùc ñònh bôûi caùc coâng thöùc qui kq }km
naïp sau: 

(4.27)   = α ,  = kq 11 −−kq km
k

N
kNN

q
mbM

1
1

2 −
−

αω
,         k = 2,3,…   

 
Töø (4.19), (4.27)  ta thu ñöôïc  
 
(4.28)     

1,
11

1,
1

1)1(

,1,
1

1 ≠













−
<<

−−
−

−−

=−

=
−

− αα
α

α
α

α

N
N

N
N

kN

q
k

k
k neáu

neáu

, 

 
Ta suy töø ( , (4.6)  vaø (4.26)  raèng )2G
 
(4.29)      )(xu ≥ α

kmM )]()1[( xyA kqα−+ ,  . x∀ ∈ NR
 
Nhö vaäy ta chæ caàn choïn moät soá töï nhieân  sao cho: k
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(4.30)    .  10 ≤< kqα
 
Do (4.28), ta choïn moät soá töï nhieân  nhö sau: k
 
i)  Neáu   α  = 1 , ta choïn k   , 1−= N
 

ii)  Neáu 
1

1
−N

< α <
1−N

N    vaø  α , ta choïn k  thoûa k  ≤   k  < k +1,   1≠ 0 0

 

vôùi  k = 0 ])1([ln
ln

1
α

α
−−

− NN . 

 

Tröôøng hôïp 3: α  =  
1−N

N   . Ta vieát laïi (4.20) 

 
(4.31)      M)(xu ≥ ))](([ xyuAM α ≥ )]()1[( 1

1 xyAm qαα −+  

 
                      = M )]()1[(1 xyAm N−+α , . x∀ ∈ NR
 
            Maët khaùc, vôùi moïi , NRx∈ 1≥x , ta coù. 

 

 (4.32)      dy
xy

y
bxyA

NR
N

N

N
N ∫ −

−
−

−

+
=+ 1

)1(
)]()1([  

 

                        dy
xy

y
b

NR
N

N

N ∫ −

−

+

+
≥ 1)(

)1(
  ∫∫

=

+∞

−

−

+

+

ry
rN

N

N dSdr
xr
rb

0
1)(

)1(
≥  

 

                        dr
xr
rrb N

NN

NN ∫
+∞

−

−−

+

+
=

0
1

1

)(
)1(

ω dr
xr
rrb

x

N

NN

NN ∫ −

−−

+

+
≥

1
1

1

)(
)1(

ω  

 

                        ∫ −

−

++
≥

x

NN

N

NN
xrr

drrb
1

1

1

)()1(
ω . 

 
Chuù yù raèng vôùi moïi  sao cho  r xr ≤≤1  ta coù 
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(4.33)     N

N

r
r

2
1

1
≥







+

   vaø    
xxr 2

11
≥

+
. 

 
Vaäy, ta coù töø (4.33) raèng 
 

(4.34)    ∫∫ +
≥

++ −−

− x

NN

x

NN

N

xrr
dr

xxrr
drr

1
2

1
1

1

)()2(
1

2
1

)()1(
 

 

                                           )
2

1
(ln1

4
1

11

x

x NN
+

××
−−

= , ∀ ∈ , x NR 1≥x . 

 
Töø (4.31), (4.32) , (4.34) ta suy ra raèng 
 

(4.35)         










≥






 +

≤

=≥
−

,1,
2

1
ln

,1,0

)()( 2

1
22 x

x

x

C

x

xvxu p

N

 

 
vôùi 
 

(4.36)         ,  12 =p 1
1

2
4 −

= N
NN mMbC

αω
. 

 
Giaû söû raèng 
 

(4.37)   










≥






 +

≤

=≥ −

−
−− ,1,

2
1

ln

,1,0

)()( 1

1
11 x

x

x

C

x

xvxu kp

N
kk  

 
trong ñoù  laø caùc haèng soá döông. 11, −− kk Cp
 
Söû duïng giaû thieát  vaø (4.6), (4.37), ta suy ra raèng ( 2G )
 
(4.38)      )(xu ≥ ))](([ xyuAM α
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                      ≥  ))](([ 1 xyvAM k
α
− dy

xy

yvbM
NR

N
k

N ∫ −
−

−
= 1

1 )(α
 

 

                     dy
xy
yvbM

NR
N

k
N ∫ −

−

+ 1
1

)(
)(α

≥  dy
xy
yvbM

y
N

k
N ∫

≥
−

−

+1
1

1

)(
)(α

≥  

 

                     r
ry

N
k

N dS
xr
yvdrbM ∫∫

=
−

−
+∞

+ 1
1

1 )(
)(α

=  

 

                     ∫
∞+

−−
+







 + −

1
11

)(

)
2

1ln(
1

dr
xrr

r

CbM N

p

kNN

kα

αω=  

 
Ta xeùt tröôøng hôïp 1≥x , ta coù 

 

(4.39)           ∫∫
∞+

−

∞+

− +







 +

≥
+







 + −−

x
N

p

N

p

dr
xrr

r

dr
xrr

r kk

1
1

1 )(

)
2

1ln(

)(

)
2

1ln(
11 αα

 

 

                                                ∫
+∞

−+






 +
≥

−

x
N

p

xrr
drx k

1)(
)

2
1

ln(
1α

 

 

                                                ∫
+∞

−+






 +
≥

−

x
N

p

rrr
drx k

1)(
)

2
1

ln(
1α

 

 

                                               
1

2
1

ln
2)1(

1
11

−








 +

− −−

kp

NN

x

xN

α

= . 

 
            Töø (4.38), (4.39), ta suy ra raèng 
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(4.40)   










≥






 +

≤

=≥
−

,1,
2

1
ln

,1,0

)()(
1 x

x

x

C

x

xvxu kp

N
kk  

 
trong ñoù  laø caùc haèng soá döông xaùc ñònh baèng caùc coâng thöù qui 
naïp nhö sau: 

kk Cp ,

 

(4.41)            ,    1−= kk pp α 1
1

2)1( −
−

−
= N

kNN
k

N
CbMC
αω

,  ,...4,3=k

 
Ta tính ra coâng thöùc hieån cuûa  nhôø vaøo (4.36), (4.41), nhö sau kk Cp ,
 

(4.42)            ,    ,  2−= k
kp α

2
)( 2

11 −−−=
k

CddC N
N

N
Nk

α ,...4,3=k
 
trong ñoù 
 

(4.43)          12)1( −−
= N

NN
N

N
bMd ω

. 

 
Ta vieát laïi (4.40)  vôùi 1≥x , ta coù 

 

(4.44)      )(xu ≥

2

)
2

1
(ln1)( 2

1
1

1

−








 +
= −

−
−

k

x
Cd

x
dxv N

NN
N

Nk

α

. 

Choïn    sao cho 0x
 

(4.45)               1)
2

1
(ln 0

2
1 >

+− x
Cd NN , 

 
Do (4.44), ta suy ra raèng . +∞=≥

+∞→
)(lim)( 00 xvxu k

k

Ñaây laø ñieàu voâ lyù. 
 
Ñònh lyù 4 ñöôïc chöùng minh hoaøn taát. 
 
Chuù thích 5.2. 
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i) Trong tröôøng hôïp cuûa  chuùng ta chöa coù keát luaän veà tröôøng 

hôïp 

),( uxg ′

)2()1( −−> nnα , . Tuy nhieân, khi =u , , 3≥n ),( uxg ′ α 3≥n
)2()1 −n <≤α( −n  )2−(nn , B.Hu trong [6]  ñaõ chöùng minh raèng baøi 

toaùn (4.1), (4.2), (1.7)  khoâng coù lôøi giaûi döông. Trong tröôøng hôïp “ giôùi 
haïn )2( −= nnα ” , lôøi giaûi döông khoâng toàn taïi (Xem [4-6]). 
 
ii) Vôùi )2( −= nnα , caùc taùc giaû trong [4]  ñaõ moâ taû taát caû caùc lôøi giaûi 

khoâng aâm khoâng taàm thöôøng  ( ) 




∈ ++

nn RCRCu I2   cuûa baøi toaùn 

 

                 




=′=′−

=∆− +
−+

0)0,()0,(

,)2()2(

nx

nnn

xxubxu

Ruau

n
treân

trong
α


  

 
trong caùc tröôøng hôïp sau:  
 
(j)     hay  ,0>a 0≤a nnaBb )2( −=> , 
(jj)   a , 0== b
(jjj)  , 0,0 <= ba
(4j)   .,0 Bba =<
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PHAÀN KEÁT LUAÄN 
 

            Luaän vaên chuû yeáu khaûo saùt söï khoâng toàn taïi lôøi giaûi döông cuûa 
baøi toaùn Neumann phi tuyeán sau 
(1)               ( ){ } ,0,:,,0 1 >∈′′=∈=∆ −

+ n
n

n
n xRxxxRxu  

(2)             . ( ) ( )( ) 1,0,,0, −∈′′′=′− n
x Rxxuxgxu
n

trong ñoù haøm soá g :  laø lieân tuïc thoûa ñieàu kieän  ),0[),0[1 +∞→+∞×−nR

(3)         0 ,  M > 0 :   M ,   0,∀  , ∃ α ≥ ∃ ),( uxg ′ ≥ αu u∀ ≥ x′ ∈ 1−nR
vaø moät soá ñieàu kieän phuï. 
Phaàn chính cuûa luaän vaên naèm ôû caùc chöông 2, 3 vaø 4. 
            Trong chöông 2, laø phaàn thieát laäp phöông trình tích phaân phi 
tuyeán theo aån haøm laø giaù trò bieân xuaát phaùt töø phöông trình Laplace  
n - chieàu trong nöûa khoâng gian treân  lieân keát vôùi ñieàu kieân bieân 
Neumann. 

nR+

            Trong chöông 3, chuùng toâi nghieân cöùu söï khoâng toàn taïi lôøi giaûi 
döông cuûa baøi toaùn (1),(2),(3) cuï theå vôùi n = 3. Baèng caùch xaây döïng moät 
daõy haøm thích hôïp, chuùng toâi thu ñöôïc keát quaû (ñònh lyù 3) maïnh hôn keát 
quaû trong baøi baùo [8] cuûa Ruy, Long, Bình. Bôûi vì chuùng toâi ñaõ caûi tieán 
laïi pheùp chöùng minh vaø boû qua caùc giaû thieát vaø ( ñaõ duøng 

trong  [8]. Maët khaùc, vôùi 0 , haøm  khoâng giaûi 
quyeát ñöôïc trong [8] vì khoâng thoûa giaû thieát ( , trong khi ñoù chuùng 
toâi ñaõ giaûi ñöôïc ví duï naày trong luaän vaên. 

)( 3G

uyx ),,
)4G

)4G
αu2≤<α g =(

            Trong chöông 4, chuùng toâi xeùt baøi toaùn (1),(2),(3)  vôùi . 
Haøm  lieân tuïc thoûa ñieàu kieän (3) vaø moät soá ñieàu kieän phuï maø 

chöùa tröôøng hôïp = u  nhö  laø moät tröôøng hôïp rieâng. Trong 
tröôøng hôïp 0   , , baèng caùch xaây döïng moät daõy 
haøm thích hôïp chuùng toâi chöùng minh raèng baøi toaùn(1),(2), (3) khoâng coù 
lôøi giaûi döông. Keát quaû naày cuõng ñaõ ñaõ caûi tieán keát quaû trong baøi baùo 
[2] cuûa Bình, Dieãm, Ruy, Long (1998) do vieäc boû qua tính ñôn ñieäu 
taêng cuûa haøm  theo bieán  vaø moät soá ñieàu kieän töông töï khaùc. 

3>n
),( uxg ′

≤
),( uxg ′

)1( −≤ n

),( ux′

α

−n )2/(α

g

3>n

u
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